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On connaît les magnifiques résultats auxquels Riemann est parvenu 
dans ses deux Mémoires relatifs à la théorie générale des fonctions et à 
la théorie des fonctions abéliennes; mais les méthodes qu'il a employées, 
peut-être trop succinctement exposées, sont peu connues en France. La 
lecture de ces Mémoires est d'ailleurs singulièrement difficile et demande 
un travail approfondi. Déplus, les procédés employés par Tillustre géo- 
mètre, et en particulier l'application qu'il a faite du principe de Diri- 
chlet, ont donné lieu à de nombreuses critiques tant en Allemagne qu'en 
Frdnce. 

Cependant, en Allemagne» la méthode de Riemann continue à avoir 
de nombreux partisans, et elle sert de base a des travaux importants 
publiés par des géomètres distingués, tels que MM. Kônigsberger, 
Cari Newmann, Klein, Dedekind, Weber, Prym, Fuchs, etc. Lfi lec- 
ture de ces Mémoires exige la connaissance des surfaces dites de 
Riemann, dont l'emploi est devenu classique dans certaines Univer- 
sités allemandes* 



I 

i 



( a ) 

Il m'a semblé qu'il serait utile de faire un exposé complet de la mé- 
thode de Riemann, en me servant des travaux publiés à ce sujet en Alle- 
magne, et au nombre desquels je dois citer tout particulièrement deux 
excellents ouvrages de xVI. Karl Newmann,sur les théories de Uiemann 
et le principe de Dirichlel, et l'ouvrage si connu de M. Kônigsberger 
sur les fonctions elliptiques. La lecture de ces livres ne saurait trop 
être conseillée à tous ceux qui voudront se familiariser avec la mé- 

* 

thode de Riemann. 

Tel est le but de ce iriivail; d'ailleurs, j'ai cherché autant que pos- 
sible à ne pas m*écarter de Tordre suivi par Riemann : je me suis astreint 
à reproduire presque littéralement ses définitions et ses énoncés, en 
essayant seulement d'expliquer et de compléter quelques-unes de ses 
démonstrations. 

Je m'estimerais heureux si j'étais parvenu à éviter un long travail 
préliminaire à tous les amis de la Science qui voudraient approfondir 
l'œuvre de Riemann et de ses élèves. 



Dans la première Partie, je définis ce qu'on entend par une surface 
de Riemann, et je traite le problème de la transformation d'une sur- 
face à connexion multiple de l'ordre 2p + i en une surface simple- 
ment connexe. Elle comprend tout ce qui a rapport à VAnalysU silus 
de Riemann. J'ai cherché a définir ce qu'on doit entendre par une 
portion de surface complètement limitée par un groupe de courbes 
limites non complètes, et je crois avoir démontré bien rigoureu- 
sement qu'une coupure quelconque transforme une surface w -t- 1 fois 
connexe en une surface simplement connexe. La résolution de ce 
problème est a peine indiquée dans Riemann et est incomplète dans 
Touvrage de M. Kônigsberger sur les fonctions elliptiques, mois je 



\ ^ } 
(lois ajouter que i/est dans cet ouvrage que j'ai puisé les éléments né- 
cessaires pour développer cette importante question. 



Dans la deuxième Partie, je considère les fonctions u réelles de x el j, 
uniformes sur une surface de Riemann donnée, satisfaisant à Téquation 
difTércntielle Ag m = o, et les fonctions uniformes d'une variable com- 
plexe; j'expose les propriétés de ces fonctions indépendamment de leur 
mode de détermination. Je me suis attaché à bien préciser dans quelles 
limites le théorème de Green est applicable et j'insiste sur les proprié- 
tés communes que possède la fonction a, lorsqu^on la considère d'abord 
sur une portion de surface simple, et ensuite sur une portion de sur- 
face contenant un point de ramification. 

La troisième Partie traite de la détermination des fonctions précé- 
dentes par le principe de Dirichlet : je l'expose tel qu'il est dans 
Riemann. 

La quatrième Partie traite des intégrales abéliennes: c'est l'exposé 
de ce qu'on peut appeler le problème de Riemann: « Déterminer une 
fonction, en général continue, connaissant ses points de ramification, 
ses points de discontinuité et la manière dont elle est discontinue. » 

J'ai cherché à généraliser, en me servant de la méthode de M. Puiseux 
et du procédé de M. Elliot (exposé dans le beau travail de M. Briot 
sur les fonctions abéliennes), quelques parties de ce problème, qui est 
traité par Riemann dans le cas seulement où les points de ramification 
sont simples. Enfin, je termine en donnant le théorème de Riemann- 
Roch, qui permet de démontrer rigoureusement que toute fonction al- 
gébrique de z, ramifiée comme une fondion s définie par l'équa- 
tion algébrique F(5, z) = 0, est une fonction rationnelle de ^ et z. 
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Au moment d'achever ce travail» j'ai eu connaissance d'une brochure 
de M. Klein relative aux théories de Riemann et dans laquelle sont 
développées les idées du grand géomètre. Il expose que les surfaces 
de Riemann ne sont d'aucune nécessité des surfaces à plusieurs feuil- 
lets étendus sur le plan, et qu'on peut étudier des fonctions com- 
plexes sur des surfaces courbes données quelconques, comme on le 
fait sur les surfaces planes. Cette question me semble d'une impor- 
tance considérable, et j'espère que mon étude préliminaire sur l'œuvre 
de Riemann permettrai lecture facile du beau Mémoire de M. Klein. 
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PREMIÈRE PARTIE. 



DES SURFACES DE RIEMANN. 



Définition des surfaces de Riemann. 



n m 



1(*). Soit Y [s,z) = o une équation irréductible algébrique du 
degré /i en 5 et dont les eoefficients sont des fonctions entières du degré 
/wens; achaque valeur de z correspondent en général n valeurs de s qui 
varient d'une manière continue avec z partout où ces valeurs ne sont 
pas infinies. 

Supposons qu'on ait obtenu les points critiques et les pôles ou points 
infinis de la fonction s, et que ces points aient été marqués sur le plan 
ou sur une sphère de rayon infini. Soit z = j3 un point critique pour 
lequel l'équation donnée admette / racines s égales a a. Considé- 
rons un point quelconque Odu plan, qui ne soit pas un point critique* 
et désignons par ^4, ^3, . . ., 5^ les / valeurs de s qui deviennent égales 
à a lorsque la variable z passe d'une manière continue du point au 
point |3 sans rencontrer aucun autre point singulier. Si, partant du 
point 0, on fait décrire à la variable z un contour fermé ne contenant 
que le seul point singulier ^^ on fera passer la fonction s de la valeur 
^,, par exemple, à une autre valeur Sa\ par un nouveau contour on pas- 
seira de la valeur 5^ à la valeur 5^, et ainsi de suite ; finalement, après 
un certain nombre de contours, on passera delà valeur 5;^ à la valeur^,. 
Il se peut qu'on n'ait pas obtenu de la sorte la série des / valeurs cor- 
respondant au point de départ; soit s^ une des valeurs non obtenues. 
On efi^ectuera une nouvelle série de contours avec ^^ comme valeur ini- 
tiale, jusqu'à ce qu'on retombe sur cette valeur; on continuera ainsi 



(^) RiBMANN, Inatig. Diss,, § 5. — KÔnigsberger, Eilipt.Fiinci,, 3* et 4' Leç. 
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jiis(|u*à ce qu*on ait obtenu les valeurs^,, s^^ . . • t 5/ de la fonclion s, ce 
qui donne lieu à une série de transPormalions cycliques telles que 



[Si Sa ... Sg Sh~\ pA ^/~| 

Sa Si, . . . SA *ij' L-V/ .«AJ 



dont quelques-unes peuvent êlre composées d'un seul élément. Soit 
z = j^/ un second point critique pour lequel /' racines s sont égales 
à a; soienu'j 5.,, . . . ,5'^, les /' valeurs de s au point 0, qu'r au point |5' 
deviennent égales à a'; en parlant du point avec la valeur 5',, on for- 
mera comme précédemment, par des contours successifs, la série des 
cycles relatifs au point js = ^3' : 






. . . , 



la totalité ou quelques-unes des valeurs 5^ pouvant d'ailleurs coïncider 
avec les valeurs s. Supposons qu'on ait obtenu ainsi tous les cycles 
relatifs à chaque point critique (^= a, z = ^) pris isolément. Cela posé, 
la surfilée de Riemann de la fonction 5 de z, définie par Téqualion 
F {s, z) = o, sera formée de la manière suivante : 

Considérons n spbëres superposées de rayon infiniment grand ; sur 
ces n feuillets différents, on fixe un point à volonté, correspondant à 
une même valeur arithmétique de z^ et on désigne les n feuillets par 
les indices des n valeurs de la fonction s en ce point. 

Ces n sphères forment déjà une surface telle, que chaque point qui 
n'est pas un point critique définit une racine s et une seule. 

Considérons successivement, en chacun des points critiques, les cycles 
correspondants. Au premier cycle de h racines, relatif au point critique 
(^ = a, 2 = |3), correspondent h feuillets; on réunit ces h feuillets 
entre eux au point p; puis, dans chacun de ces h feuillets on fait une 
section allant du point ^6 h l'infini, de manière que, dans son trajet, 
elle ne rencontre aucun autre point singulier. Considérons les deux 
bords de chacune de ces sections et réunissons ensemble le bord droit 
du premier feuillet au bord gauche du a*^""®, le bord droit du a*^"*^ au 
bord gauche du 6'*'™*^, et ainsi desuite jusqu'à ce que finalement on réu- 
nisse la droite du A*^™^ au bord gauche du premier. 

Nous procéderons de la même manière avec le second cycle de ra- 
cines du point critique (j= a, j= |S): nous réunirons entre eux les 
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^-iènjc ^^ /ième feuillcts Cil cc point, mais pas avec les feuillels du premier 
cycle, et nous ferons dans ces feuillets des sections allant de|5 à Tinfini; 
puis nous réunirons ensemble le bord droit du A:'*"™® au bord gauche du 
/»^*"^ et la droite du /*^'"^ à la gauche du *»^™% elg. 

Nous continuerons ainsi jusqu'à ce que nous ayons établi les liaisons 
correspondantes pour tous les feuillets et pour tousies points critiques. 
Si alors on part d'un pointfixe choisi k volonté dans le premier feuillet 
avec la valeur 5, et qu'on parcoure la surface tout entière, on voit que 
non seulement chaque point de la surface détermine une valeur de la 
fonction s et une seule, mais encore que le changement continu de la 
fonction est représenté par le chemin suivi par la variable. 

En résumé, on peut dire qu'à chaque point critique correspond un 
certain nombre de points de ramification qui sont déterminés par les 
systèmes circulaires que Ton peut former aulour de ce point. 

Un point de ramification d'ordre (x est un point autour duquel se 
permutent [/.-h i racines. 

IJn point de ramification d'ordre i est un point autour duquel se 
permutent deux racines; on donne souvent a un pareil point lenom de 
point de ramification simple^ niais nous donnerons plus tard la défini- 
tion exacte de ce point de ramification, lorsque nous établirons les 
relations qui existent entre Vordre et le degré (ïun point critique et les 
ordres dos points de ramification qui y sont superposés (*). 

Un point de ramification d'ordre zéro est un point (jui correspond à 
un cycle composé d'un seul élément. 

Les figures ci-après feront bien comprendre le mode de liaison qui 
doit exister entre les feuillels aulour d'un point crilique. 

L'a fig. I correspond à un point critique d'ordre 3, n'ayant qu'un 
seul cycle, et par conséquent un seul point de ramification de Tordre 2. 

L'i\fig, 2 correspond à un point crilique de l'ordre 4» à deux cycles 

K ^ h , , ) et par conséquent à deux points de ramification de 
l'ordre 1 . 



(1) On peut, dès à présent, consulter sur ce sujet tout ce qui a traita la détermination 
des points de ramification (i>oir quatrième Partie); j*ai cru dQyoir exposer la résolution de 
ce problème à propos des fonctions abéliennes, parce qu'il est intimement lié à la déter> 
minalion du nombre p. 



(S ) 
La fig. 3 correspond à un point critique de l'ordre 4, à trois cycles 
la il' [^]' [<^]> à trois points de ramification, dont un de l'ordre I et 
deux de l'ordre o. 




On voit, par ce (|ui précède, que les lignes qui forment les bords 
des deux Elections dans chaque feuillet peuvent être considérées comme 
une série de droites placées l'une sur l'autre, mais qui n'ont de commun 
que le seul point de ramification. D'un poÎDt de ramification à l'autre, 
pour un même point critique, cesdroiieso'ontplusaucun point commun. 

2. Nous ne nous sommes occupé jusqu'ici que des points situés dans 
le fini, mais il y a lieu de se demander comment se réunissent entre elles 
à l'intini les sections tracées de chaque point de ramification situé 
dans le uni, c'est-à-dire de rechercher la manière dont dépendent entre 
eux les feuillets, aux points situés à l'infini. Cette dépendance résulte 
immédiatement des propriétés aniilytiques particulières de la fonction 
considérée, et aussi de ce fait que, la fonction étant algébrique, tous 
les points de ramification, sauf, s'il yalieu, le point à l'intini, sont situés 
dans le fini. Tout chemin fermé comprenant les points de ramification 
situés dans le fini est donc équivalent au chemin fermé entourant le 
point situé à l'infini; par suite, la dépendance des feuillets au point 
situé à l'infini résulte de la construction exécutée pour tous les points 
situés dans le fini. ^ 

Lorsque le point a l'infini n'est pas de ramification, les lignes qui 
forment les bords des sections faites à partir des points de ramification 
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situés dans le fini ne se rencontrent pas à l'infini. En tournant autour 
du point z = 30 , on peut bien passer d'un feuillet à l'autre, mais on 
reviendra toujours au point de départ après un seul contour. 

3. Dans quelques cas particuliers, au lieu d'employer la méthode 
générale et de faire les sections à partir de chaque point de ramifica- 
tion situé dans le fini jusqu'à l'infini, il sera préférable de faire une 
ligne de section entre deux points de ramification. 

Par exemple, si, en faisant faire à la variable le tour des points de 
ramification a et 6, dans des sens différents, on obtient des cycles 
identiques, on fera une section entre ces deux points, et la Jig. 4 in- 
dique alors très clairement la manière dont les feuillets devront être 

Fig. 4. 




réunis: on réunira la partie inférieure du feuillet i, au-dessous de ab, 
avec la partie supérieure du feuillet 2; la partie inférieure de 2 à la 
partie supérieure de 3, et ainsi de suite, finalement la partie inférieure 
de ^ à la partie supérieure de i. Chaque bord de la section est formé 
de i droites superposées, qui n'ont entre elles que deux points com- 
muns en a et en h. 

4. En résumé, la surface de Riemann de la fonction s est une sur- 
face telle que la fonction est sur cette surface une fonction uniforme 
du lieu géométrique de la variable, et l'on voit de suite : 

1^ Que toute fonction rationnelle de ^ et 2 est aussi une fonction 
uniforme du lieu de la variable sur la surface de Riemann de la fonc- 
tion s\ 

2^ Que si l'on intègre la fonction s à partir d'un point déterminé et 
suivant des lignes quelconques tracées sur la surface de Riemann, en 
un même point de cette surface les différentes intégrales ne devront 
différer que de quantités constantes, puisque leurs dérivées ont tou- 
jours la même valeur en chaque point de cette surface. 
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Des surfaces à connexion simple et à connexion multiple. 

Dans ce qui suit, nous supposerons toujours qu'il s'agit de courbes 
fermées ne se coupant en aucun point de leur trajet et n^ayant en gé- 
néral aucun point singulier. 

5. On dit qu'une surface ou portion de surface est connexe quand il 
est toujours possible de passer par un trait continu, tracé sur cette sur- 
face, d'un point à un autre de celte surface ou portion de surface. La 
surface de Riemann, telle que nous Tavons définie précédemment, est 
évidemment connexe. 

De la limite totale d'une surface de Riemann, 

6. Isolons sur la surface de Riemann un point quelconque non de 
ramification par une circonférence de rayon très petit tracée sur un 
seul feuillet; cette courbe partage évidemment la surface de Riemann 
en deux parties telles, qu'il est impossible de réunir par un trait con- 
tinu un point de Tune à un point de l'autre sans traverser cette courbe, 
et chacune de ces portions est connexe. Si le point isolé est à l'infini, 
cette courbe limite deviendra sur le plan une circonférence de rayon 
infiniment grand. 

D'ailleurs on peut aussi isoler un point de ramification par une courbe 
fermée tracée sur les feuillets qui se croisent en ce point; telle est, par 
exemple, ta courbe abcd tracée autour du point de ramification 
simple {fig. 5). 

Fig. 5. 




On conçoit ainsi qu'on puisse considérer la surface de Riemann 
comme une portion de sur/ace complètement limitée par une circonfé- 
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reoce de rayon très petit, décrite autour d'uo point déterminé, \e point 
limite de la surface. 

Supposons maintenant qu'après avoir fixé ce point, par exemple un 
des points à Tinfini^ on isole par des circonférences de rayon très petit 
un certain nombre d'autres points, ceux, par exemple, où la fonction 
est discontinue. Toutes ces courbes et le point limite détermineront 
sur la surface de Riemann une portion de surface connexe dans le genre 
de celle indiquée par lay?g^. 6, et dont la limite totale sera composée 
d'un nombre fini de courbes A, B, C, D. 

Courbes /erTnées limites complèteset limites non complètes. 

7. Si l'on considère toutes les courbes fermées ne passant pas par des 
points de ramification que l'on peut tracer sur une surface de Riemann, 
ou sur une portion de surface à limite totale, telle que ABCD [fig. 6), 
on peut les diviser en deux classes : 

Fig. 6. 




i*' Les unes forment une limite complète : De deux points infiniment 
voisins quelconques pris de part et d'autre d'une pareille courbe, il 
est toujours possible pour l'un et impossible pour l'autre de passer à la 
limite totale sans rencontrer cette courbe. 

1^ Les autres ne forment pas une limite complète, ou sont des courbes 
limites non complètes : De deux points infiniment voisins quelconques 
pris de part et d'aulre d'une pareille courbe, il est toujours possible 
de passer à la limite totale sans rencontrer cette courbe. 

Cette distinction n'est pas absolue, en ce sens, comme nous le verrons 
par lès exemples suivants, qu'une courbe qui est limite complète sur la 
surface de Riemann pour une limite totale déterminée, peut devenir 
une limite non complète, quand on change cette limite totale. 

Exemples. — i**Toute courbe fermée tracée sur un feuillet simple de 
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la surface de Riemnnn.et qui ne contient aucun point de ramification 
est une limite complète, lorsqu'on considère cette surface comme li- 
mitée par une seule courbe. Elle peut devenir une limite non complète, 
lorsque la limite totale est composée de plusieurs courbes: telle est la 
courbe /, sur lay%. 6. 

2^ La courbe abcd^ sur \9ijig> 5, est une limite complète lorsque la 
limite totale se compose d'une seule courbe, car il est impossible de 
joindre par un trait continu deux points infiniment voisins pris de part 
et (l'autre de cette courbe sans la rencontrer. 

3** Il en est de même de la courbe />, tracée sur le premier feuillet 
d'une surface de Riemann à deux feuillets réunis le long de la section 
de ramification ab (fig. 7). 

Fig. 7. 




4"" ^^fig- 8 représente une surface de Riemann a deux feuillets et 
trois points de ramification a, 6, c. Quel que soit le point limite, on 
voit que toutes les lignes fermées, telles que/?, ne sont pas des limites 
complètes,puisqu'il est possiblede passer par un trait continu du point a 
au point p sans traverser/?. Toute ligne fermée [fig. 9) qui comprend 
les trois points de ramification est au contraire une limite complète, et 
il en est de même des lignes qui ne comprennent qu'un seul point de 
ramification. 

Fig. 8. Fig. 9. 





Par rapport à une courbe limite complète tracée sur une surface de 
Riemann ou sur une portion de cette surface, dont la limite totale est 
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bien déterminée, on dit qu'un point est extérieur ou intérieur, suivant 
qu'il est possible ou non de passer de ce point à la limite totale par un 
trait continu sans traverser la courbe. 

Dans la suite, lorsque nous parlerons d'une surface de Riemann, il 
faudra toujours entendre, à moins de désignation spéciale, soit cette 
surface tout entière, considérée avec son seul point limite, soit cette 
surface tout entière avec une limite totale composée de plusieurs 
courbes A, B, C, D [fig. 5), soit une portion de surface connexe dont 
la limite totale est composée d'une manière analogue. ' 

Lès courbes fermées limites non complètes jouent un rôle important 
dans la théorie de Riemann : elles servent à caractériser et à classer les 
surfaces ou portions de surface définies précédemment; mais, avant 
d'aborder ce sujet, il est essentiel de bien définir ce qu'on entend par 
une portion de surface limitée par plusieurs courbes limites complètes 
ou limites non complètes. 

Des portions de surface complètement limitées par un groupe de courbes. 

Groupe de courbes fermées limites complèles. 

8. Une courbe fermée limite complète, tracée sur une surface de Rie- 
mann, sépare sur cette surface un continuum de points intérieurs qui 
jouissent des propriétés caractéristiques suivantes : 

Il est impossible de passer d'un point intérieur à la limite totale par 
un trait continu qui ne rencontre pas la courbe en question ou qui la 
rencontre en un nombre pair de points. 

Il est toujours possible de passer d'un point intérieur à la limite to- 
tale par un trait continu qui rencontre la courbe en un seul point, ou 
en un nombre impair de points. 

Considérons sur une surface un nombre fini de courbes fermées 
limites complètes; ces courbes séparent sur la surface deux continua 
de points. 

Le premier est composé des points qui peuvent être réunis à la li- 
mite totale par des traits continus ne rencontrant pas ces courbes ou 
les rencontrant en un nombre pair de points: ce sont les points exté- 
rieurs par rapport au groupe de courbes considéré. 
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Le second est composé des points qui peuvent èlre réunis à la limite 
totale par des traits continus rencontrant ces courbes en un nombre 
impair de points : ce sont \es poinis intérieurs par rapport au groupe 
de courbes considéré; et le continuum des points intérieurs a pour 
limite complète ce groupe de courbes : il peut d'ailleurs être connexe ou 
non connexe. 

('onsidérons, par exemple, quatre courbes limites complètes tiacées 
sur une surface. Si ces quatre courbes sont extérieures les unes par 
rapport aux autres, leur groupe formera la limite complète d'un con- 
tinuum de points composé des quatre portions connexes que limite 
chacune de ces courbes (_/î^. lo). 

Fin. .0. 
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Si ces quatre courbes se rencontrent, elles forment encore la limite 
complète d'un continuum de points; mais il ne sera plus formé par la 
somme arîtlimétique des portions connexes déterminées par cbacune 



d'elles. On a marqué par des hacliures sur h^g. 1 1 le continuum de.-s 
points, complètement limité par ces courbes. 
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Groupe de courbes fermées limites non complètes. 

9. Soient n courbes fermées limites non complètes tracées sur une sur- 
face ou portion de surface connexe. On dit que le groupe de ces n courbes 
forme une limite non complète lorsque chacune de ces n courbes est telle, 
sur tout son contour ou même sur une portion de son contour, qu*on 
puisse réunir par un trait continu a la limite totale deux points infini- 
ment voisins pris de part et d'autre de cette courbe sans rencontrer au- 
cune des n courbes du groupe. 

Exemples, — i° Sur la portion de surface dont la limite totale est 
composée des courbes A, B, C {Jlg. 12), on voit immédiatement que les 
groupes de courbes limites non complètes (a, 6) ou (a, c) ou {b,c) 
forment une limite non complète. 



Fig. la. 



Fi5. i3. 





2^ Sur la surface de Riemann à deux feuillets et à trois points de 
ramification A, B, C, représentée par layf^. i3, les groupes de courbes 
limites non complèies (a, b) ou [a, c) ou [b, c) forment une limile non 
complète; car, en considérant l'un de ces groupes, (a, b) par exemple, 
on peut joindre par un trait continu deux points infiniment voisins pris 
de part et d'autre de l'une de ces courbes, sans rencontrer aucune 
d'elles. 

3^ Dans layî^. 12, bien que les courbes limites non complètes b Qic 
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ne jouissent pas sur tout leur eonlour de h propriété caractéristique, 
on dit encore que leur groupe forme une limite non complète. 

10. Dans la suite, lorsque nous parlerons d*un groupe limite non 
complète de n courbes limites non complètes, nous supposerons en 
général que chacune de ces n courbes jouit sur tout son contour de la 
propriété caractéristique. 

D'ailleurs il serait facile de montrer que si un groupe de n courbes 
forme une limite non complète et qu'il existe sur quelques-unes d'entre 
elles une portion ne jouissant pas de la propriété caractéristique, on 
peut tracer n autres courbes infiniment voisines aux premières, jouis- 
sant de celte propriété sur leur contour tout entier. 

Groupe limile complète irréductible de n courbes limites non complètes. 

1 1. On dit que n courbes limites non complètes forment un groupe 
limite complète irréductible, lorsque n — i quelconques d*entrc elles 
forment un groupe limite non complète, et lorsque, de deux points 
infiniment voisins pris de part et d'autre de chacune d'elles, il est tou- 
jours possible pour l'un et impossible pour l'autre de passer à la limite 
totale par un trait continu sans rencontrer une de ces n courbes. 

De cette définition il résulte qu'un groupe limite complète irréduc- 
tible partage la surface en deux portions ou continua de points : 

Le premier est composé de tous les points qui peuvent être réunis à 
la limile totale sans rencontrer aucune des n courbes du groupe : ce 
sont les points extérieurs au groupe considéré. 

Le second est composé de tous les points qui ne peuvent être réunis 
à la limite totale qu'en traversant une de ces courbes : ce sont les points 
intérieurs au groupe considéré. 

Si, dans chacun des groupes limites non complètes de /i— i courbes 
qui peuvent être formés avec les n courbes d'un groupe limite complète 
irréductible, chaque courbe jouit sur tout son contour de la propriété 
caractéristique» on pourra toujours joindre un point intérieur à la li- 
mite totale par un trait continu qui traverse une quelconque des 
n courbes et une seule fois. 

Le continuum des points extérieurs, comme celui des points inté- 
rieurs, peut être formé de portions non connexes. 
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Exemples, — Dans \^fig. 12, les groupes (a, 6,c), [a, b, c') sont des 
groupes limites complètes irréductibles. 

Dans \si/ig. 1 3, le groupe (a, b, c) est un groupe limite complète irré- 
ductible. 

Dans \dijig. i/a, le groupe (a, 6) est un groupe limite complète irré- 
duclible. 

Fig. 14. 




Points intérieurs et points extérieurs par rapport à deux ou plusieurs groupes 

irréductibles. 

12. Supposons tracés sur une surface deux ou plusieurs groupes 
irréductibles n'ayant aucune courbe commune. Soient (^7) les courbes 
du premier et {b) celles du second. Ces deux groupes séparent sur la 
surface deux continua de points : 

Le premier est composé de tous les points que Ton peut joindre a 
la limite totale par des traits continus ne rencontrant pas ces courbes 
ou les rencontrant en un nombre pair de points : ce sont \es points 
extérieurs par rapport aux deux groupes réunis. 

Le second est composé de tous les points qui ne peuvent être réunis 
k la limite totale que par des traits continus, rencontrant ces courbes 
en un nombre impair de points : ce sont les points intérieurs par rap- 
port aux deux groupes réunis. 

On dit que le continuum des points intérieurs a pour limite complète 
toutes les courbes {a) et toutes les courbes (6); car, si l'on considère une 
quelconque de ces courbes, elle sert tout entière à séparer le conti- 
nuum des points extérieurs du continuum des points intérieurs, 
puisque, de deux points infiniment voisins quelconques pris de part 
et d'autre de cette courbe, Tun est toujours intérieur et l'autre exté- 
rieur. 

3 
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Exemple.— L»_fig. i5 représente une portion de surface connexe dont 

la limite totale est composée des courbes A et B. Les courbes limites 



non complètes (a) forment un groupe irréductible; les courbes limites 
non complètes (6) forment un groupe irréductible. Les courbes (a) et 
{b} réunies forment ta limite complète du continuum des points mar- 
qués par des hachures. 

Groupe limite complète de n courbes limites non complètes. 

13. On voit par ce qui précède qu'un groupe irréductible est ana- 
logue à une courbe fermée limite complète. Par extension, on dit 
qu'un gruupe.de n courbes limites non complètes forme une limite 
complète lorsque chacune de ces courbes est telle, sur son contour 
tout entier, qu'en prenant deux points infîniment voisins de part et 
d'autre de celte courbe, l'un de ces poinisne peut être réuni à la limite 
totale que par des traits continus qui ne coupent pas ces courbes 
ou tes coupent en un nombre pair de points, et l'autre par des 
traits continus qui coupent ces courbes en un nombre impair de 
points. 

Les n courbes du groupe servent alors tout entières à séparer sur l;i 
surface deux continua de points. 

Le premier est composé de tous les points extérieurs, c'est-à-dire des 
points qu'on peut réunir à la limite totale sans traverser ces courbes 
ou en les coupant en un nombre pair de points. 

Le second est composé de tous \es points intérieurs, c'est-à-dire des 
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points qu'on ne peut réunir à la iinoite totale qu'en traversant ces 
courbes un nombre inipair de fois. 

Un groupe liniite complète de n courbes limites non complëles, s'il 
n'est pas irréducliblOt est composé d'un certain nombre de groupes 
irréductibles : cela résulte de la définition même d'un groupe limite 
non complète et d'un groupe limite complète irréductible. Pour s'en 
convaincre il suffitde comparer successivement 2 à 2, 3 à 3^ ...«/? — i 
à Al — I les n courbes du groupe considéré. 

Ces préliminaires étant posés, la proposition suivante, énoncée 
d'abord par Riemann, démontrée ensuite, mais incomplètement, par 
M. Kônigsberger, devient parfaitement claire : 

14 ( * ). Proposition. — Lorsqu'un groupe de courbes (a) forme avec 
un groupe de courbes [b) la limite complète d'un continuum de points 
sur une surface de Riemann; lorsqiCen même temps le groupe de courbes 
(a) forme avec un troisième groupe de courbes [c) la limite complète d'un 
second continuum de points sur la même surface^ alors le groupe [b] 
forme avec le groupe [c) la limite complète d'un troisième continuum, 
composé de tous les points des deux premiers continua^ qui ne leur sont 
pas communs. 

Nous supposerons dans la démonstration : i^que les courbes qui 
composent un même groupe^ (a) ou [b) ou (c), prises séparément ou 
réuniesensembIe,ne1imitentcomplètementaucun continuum depoints; 
2^ que la limite du continuum de points formé par le groupe (a, b] est 
composé de toutes les courbes (a) et de toutes les courbes {b), et de 
même pour le groupe (a,c). On démontre alors que les courbes (b) et 
[c] réunies forment un groupe limite complète (n^ 13). 

Considérons un point quelconque de la surface; quatre hypothèses 
peuvent être faites sur sa position : 

i" Il est extérieur par rapport à a, 6 j et à (a, c); 

2^ Il est extérieur par rapport à (a, 6 ) et intérieur par rapport à [a, c, ; 

3** Il est intérieur par rapporta (a,6jet extérieur par rapport à (a,cj; 

4*^ Il est intérieur par rapport à [a, b) et à (a, c). 

(*) RIEMANN) Theor, der dbeL Funct. § 2. — Kônigsbbrgbr, Eilipt. Funci., 5* Loç. 
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L^fig. 16 permettra de suivre plus facilement la démonstration. 

1° Le point est extérieur par rapport à(a, i) et à {a,c) : le point 
étant extérieur par rapport à (a, 6), on peut aller de ce point à la limite 
totale sans traverser aucune courbe (a) ni aucune courbe (6), ou en 
traversant un nombre pair de fois les courbes (i), puisque le groupe (a) 
et le groupe [b) sont des groupes limites non complètes. Le point étant 
extérieur par rapport à (a, c), on peut aller de ce point a la limite totale 
sans traverser aucune courbe (a) et (c), ou en traversant un nombre 
pair de fois les courbes (c). Donc, de ce point, on peut aller à la limite 
totale sans traverser les courbes (6) et (c), ou en les traversant un 
nombre pair de fois. 




a® Le point est extérieur par rapport à (a, b) et intérieur par rapport 
à {a,c) : le point étant intérieur par rapport à (a,c), on peut aller de ce 
point à la limite totale 1^ en traversant les courbes (c) un nombre im- 
pair de fois, 2° en traversant les courbes [c] un nombre pair de fois et 
les courbes [a) un nombre impair de fois, 3*^ en traversant les courbes 
[a) un nombre impair de fois. Or, parun chemin qui traverse unecourbe 
(a), on passe d'une région extérieure par rapport à (a, b) et intérieure 
par rapporta (a, c) à une région extérieure par rapport à (a, c) et inté- 
rieure par rapport à (a, t); il faut donc, en poursuivant ce chemin, ou 
traverser encore un nombre impair de courbes (a), ou un nombre im- 
pair de courbes (6), ou un nombre pair de courbes [a) et un nombre 
impair de courbes (t),ou un nombre impair de courbes (a) et un nombre 
pair de courbes (6). On conclut immédiatement, sans insister davan- 
tage, qu'il est impossible d'aller d'un point extérieur par rapport à [a^b] 
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et intérieur par rapport à {a,c) k la limite totale sans traverser un 
nombre impair de fois les courbes {b) et (c). 

On verrait de même : 

3*^ Qu'il est impossible d'aller d'un point extérieur par rapport à {a,c) 
et intérieur par rapport à (a, 6) à la limite totale sans traverser un 
nombre impair de fois les courbes (6) et (c); 

4** Que, d'un point intérieur par rapport à (a, 2») età {a^c)^ on peut aller 
à la limite totale sans rencontrer les courbes {b) et (c) ou en traversant 
ces courbes un nombre pair de fois; 

5** Que les courbes (A) et (c) servent tout entières h séparer le con- 
tinuum des points intérieurs par rapport à {b,c) du continuum des points 
extérieurs par rapport à (6,c), c'est-à-dire que, de deux points infi- 
niment voisins pris de part et d'autre d'une courbe [b) ou (c), et 
sur tout son contour, on ne peut aller de l'un à la limite totale, par un 
trait continu, qu'en traversant un nombre impair de courbes {b) et (c), 
et de l'autre qu'en traversant un nombre pair de courbes {b) et (c) ou 
sans en traverser aucune. 

Définition et classification des surfaces connexes^ simples 

et d'un ordre multiple. 

15 (^). D'après Riemann : 

Une surface connexe est simple lorsque toutes les courbes fermées qui 
peuvent être tracées sur cette surface limitent complètement une portion de 
surface. 

Lorsque cela n'a pas lieu, la surface est dite à connexion multiple, 
La définition de l'ordre de multiplicité d'une surface connexe est 
fondée sur la proposition suivante : 

16. Proposition. — Soient a,, a^, ..., a,^ n courbes fermées qui, 
prises séparément ou réunies ensemble, ne forment la limite complète d au- 
cun continuum de points sur la surface considérée. Supposons que, par 
r adjonction de toute, nouvelle courbe fermée k, limite non complète, 



(*) RiBMVNN, Inniig, Diss., § 6. — Ribmann, Abels. Fu/ici., § 2. 
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quelques-unes ou la totalité des courbes a forment avec k un groupe 
limite complète. Dans cette hypothèse, si nous considérons n autres courbes 
fermées 6,, A.,, . . ., b^ limites non complètes et ne formant pas un groupe 
limite complète, on peut affirmer que quelques-unes ou la totalité des 
courbes b forment avec la courbe fermée quelconque k un groupe limite 
complète. 

Prenons d'abord un cas irès simple pour éclaircir cet énoncé : con- 
sidérons la portion de surface de Riemann dont la limite totale est 
composée des trois courbes A, B, C [fig. i"]). Les courbes fermées a, 




et a2 sont des limites non complètes, et le groupe (a,, a,) est aussi une 
limite non complète; mais, si l'on considère toute autre courbe fermée, 
telle que ^, on k.,, limite non complète, cette ligne, réunie aux deux 
courbes a, , a.^ ou à une seule d'entre elles, forme un groupe limite com- 
plète. 

La proposition énoncée affirme qu'on peut remplacer les deux 
courbes limites non complètes a^ et ^2 par deux autres courbes quel- 
conques limites non complètes et ne formant pas un groupe limite 
complète, telles que 6, et éj, ou b^ et 63, ou 63 et 6, et que ce nouveau 
système de courbes combiné à l'une quelconque des courbes k formera 
toujours un groupe limite complète; en sorte que cette propriété est 
caractéristique pour la surface considérée. 
Voici quelle est la démonstration de cette proposition : 
Nous allons prendre successivement chacune des courbes 6|, . . ., b^ 
et montrer qu'on peut les substituer aux courbes ai, ..., a„. 
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Soit A une courbe fermée quelconque limite non complète. 

Les courbes 2»,, é,» ...• &;,sont des limites non complètes comme k. 
La courbe k forme par hypothèse avec quelques-unes ou la totalité 
descourbes a,, a2,...,a„ un groupelimite complète; soit(^, ^a, a^^a^,...) 
ce groupe. 

La courbe b^ forme par hypothèse avec quelques-unes ou la totalité 
des courbes a,, ^2, ...^a^un groupe limite complète; s^o\\.{b^,a^,a^f, 
a^i, .. .) ce groupe. 

Deux cas peuvent se présenter : 

i^ Les groupes (aa, ^p* a^» ...) et [a^^f , a^' , a^ y ...) n'ont aucun 
élément commun. Alors il est évident qu'on peut» dans le groupe 
(a,, ^2, ..., a^y remplacer, par exemple, a^ par b^ et dire que A: forme 
avec les courbes [b^ya^.a^^ ..., aa_,,aa^.|» ...,a„) ou quelques-unes 
dentre elles un groupe limite complète. 

2® Les groupes (Oa, ap, a^, . . . ) et [a^, a^», cy, . . .) ont des éléments 
communs; supposons, pour simplifier, qu'il n'y en ait qu'un, soit 
^01= a^,. En vertu de la proposition précédente (n"" 14), les courbes 

parmi lesquelles n'entre pas a^y forment un groupe limite complète. On 
peut donc encore, dans le groupe (a,, ..., aj, rem placer a^/ par 6« et dire 
que k forme avec quelques-unes ou la totalité des courbes (ai, a^t . . ., 
^«'-«•io ûa'+o •• M ^n) un groupe limite complète. 

Prenons maintenant la seconde courbe bz : 

^2 est une courbe limite non complète comme A:; donc, par hypo- 
thèse, elle forme avec quelques-uns ou la totalité des éléments du 
groupe (a^, a,, ...,^«'^1, 6,,aa'+,, .. .,0;,) un groupe limite complète. 
So\i{b2,ag/f, a^ff, .. ., 6|, ...,ay//, ...)ce groupe : il contiendra au moins 
une courbe a, puisque le groupe (6|, 63) est limite non complète, mais 
il pourra ne pas contenir 6|. 

Deux cas peuvent encore se présenter : 

i** Les groupes de courbes («a^'t^p*'* •••»«y'»--.) et (ap,^^, ..., 
a§f« a^f • • n'ont aucun élément commun ; alors on peut évidemment 
remplacer la courbe a^'^, par exemple» par 2»2 et dire que k forme avec 
quelques-unes ou la totalité des courbes (a,,a2« ••->aa'-i»6|,aaVi« •••> 
^af^î» ^3« ^a'Vo • • M A/i) un groupe limite complète. 
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2^ Les groupes («a"» ^p"> • • • ^y"» • • • ) ^^ (^p» ^r' • • • • ^P'* ^y'» • • • ^ ^^^ 
(les éléments communs; supposons qu'ils n*en aient qu'un, soit 

ap= flp//; alors, en vertu de la proposition déjà rappelée, les courbes 

{k.Qy a^r. a^, .. ., b^.a^n^a^», . . .), parmi lesquelles ne se trouve pas 

a^ = a^ff et où A, peut ne pas entrer, forment un groupe limite com- 
plète; on peut donc remplacer a^// par h^ dans le groupe {a^^a^^ . . ., 
^a'-i? ^o«a'+M ...»«//) et dire que k forme avec quelques-unes ou la to- 
talité des courbes (a,, a^, ..., ^a'-i» ^n ^aVo •••» ^p"-i» ^2* ûtp/'^^, ..., a„) 
un groupe limite complète. 

En continuant ce raisonnement de proche en proche, on verra qu'il 
est possible de substituer à toutes les courbes (a) toutes les courbes [b), 
ce qui démontre la proposition énoncée. 

La proposition précédente rend parfaitement claire et précise la 
définition suivante, que donne Riemann d'une surface à connexion 
multiple de l'ordre /i + i : 

17. Définition. — On dit qu'une surface à connexion multiple est de 
l'ordre Al 4- 1 lorsqu'il est possible de tracer sur cette surface n courbes 
fermées limites non complètes, de manière à former un groupe limite 
non complète, mais qui, adjointes en totalité ou partiellement à toute 
autre courbe fermée limite non complète, forment un groupe limite 
complète. 

De la transformation d'une surface à connexion multiple de Tordre n -h [ 

en une surface connexe simple, 

18. Ce problème est fondamental dans la théorie des fonctions, 
telle qu'elle est développée par Riemann : sa résolution, indiquée 
seulement par Riemann, complétée ensuite par M. Eônigsberger, est 
applicable aussi bien à une surface entière fermée qu'à une surface 
limitée ou à une portion de surface, puisque nous avons vu qu'on 
pouvait considérer une surface entière comme une surface limitée, en 
isolant up point quelconque par une courbe infiniment petite. 

Définition des coupures. — Ondonnelenomde coupures [querschnitt) 
sur une surface de Riemann à connexion multiple à des lignes qui 
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réunissent deux points de la limite totale de la surface et qui sont 
assujetties aux conditions suivantes : 

Ces courbes doivent rencontrer seulement en ces deux points la 
limite totale et ne doivent pas morceler la surface, c'est-à-dire que les 
portions adjacentes aux deux bords d'une coupure doivent rester 
connexes l'une par rapport à l'autre; 

Les coupures sont des lignes doubles : les deux bords d'une coupure 
sont de nouvelles lignes limites de la surface, qui doivent être ad- 
jointes à celles qui existent déjà; 

Lorsqu'on effectue uue coupure, toutes les coupures ou portions de 
coupures déjà pratiquées doivent être considérées comme faisant déjà 
partie des lignes limites de la surface. 

Par conséquent : 

i" Une coupure ne se traverse pas dans son trajet; 

2*" Uue coupure, au lieu de réunir deux points de la limite totale 
primitive de la surface, peut, ou partir d'un point de la limite totale 
primitive et se terminer en un point quelconque de son trajet, ou 
réunir deux points des coupures déjà tracées, mais sans jamais tra- 
verser ces dernières. 

Quelques exemples rendront cette définition parfaitement claire : 

i*' Lay?^. i8 représente une portion de surface à connexion mul- 
tiple de l'ordre 2; aj3 est une coupure qui la transforme en une surface 
simplement connexe. La limite totale de cette surface, composée 
d*abord des deux courbes séparées Â et B, est formée maintenant 
d'une seule courbe fermée continue ^ B j3/naÂa/i|3. 



Fiç. 18. 



Fie- 19 





1^ La fig. 19 représente une portion de surface à connexion multiple 
de Tordre 3; elle est transformée par les coupures a^^yâ en une 

4 
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surface connexe simple, dont la limiie totale e^st formée par la courbe 
fermée continue ^C^maAyp&BâgyAoLan^. 

19. Lemme I. — Sur toute surface à connexion multiple, il existe au 
moins une coupure. 

En effet, sur toute surface à connexion multiple, on peut tracer au 
moins une courbe limite non complète : de deux points infiniment 
voisins, pris de part et d'autre de cette courbe, on peut donc passer 
à la limite totale par deux traits continus, sans traverser cette courbe; 
ces deux traits réunis forment évidemment une coupure. 

Lemme h. — Une coupure t/uelconque doit toujours rencontrer 'au 
moins une des n courbes Jermées limites non complètes qui déterminent 
l ordre n -^ i de multiplicité de la surface connexe considérée. 

Supposons que la coupure ne rencontre aucune des n courbes 
a,, «2, . . ., a« : on peut sur la surface considérée T réunir par un trait 
continu deux points infiniment voisins, pris de part et d'autre de la 
coupure, puisque cette ligne ne morcelle pas la surface T; mais, par 
hypothèse, cette courbe fermée limite non complète, adjointe à quel- 
ques-unes des courbes a, forme un groupe limite complète; cela est 
impossible, si la coupure qui réunit à la limite totale deux points 
infiniment voisins, pris de part et d'autre de cette {n -+- r)^^™* ligne, ne 
la rencontre pas ni aucune des n lignes ^f, ..., a,i. Donc une cou- 
pure quelconque doit rencontrer au moins une des n lignes (a). 

21. Propositioit. — Une sur/ace connexe T de l^ordre « -h i est 
transformée par une coupure quelconque en une surface connexe T de 
V ordre n. 

Pour établir cette proposition, je démontre que, si une surface T 
connexe est transformée par une coupure en une surface connexe T' de 
l'ordre n, l'ordre de la surface Test nécessairement égal à Ai-f-i. 
Puisque la surface T' est de l'ordre n, on peut tracer sur cette surface 
n— I courbes fermées ai.a^» . .., a;^« limites non complètes, qui, 
réunies ensemble, forment un groupe limite non complète. Puisque a|3 
est une coupure de la surface T, on peut réunir par une courbe telle 
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que an [fig. !2o) deux points infiniment voisins, pris de part et d'autre de 
cetle coupure, sans la traverser de nouveau, ni aucune des courbes de la 
limite totale de T. On peut donc tracer, sur la surface T, n courbes 
fermées limites non complètes a^^a^^ ..., a^ qui, réunies ensemble, 
forment un groupe limite non complète. Actuellement, il reste a dé- 
montrer que toute nouvelle courbe fermée limite non complète k doit, 
réunieà quelques-unes ou à la totalitédes courbes (a), former un groupe 
limite complète. Si la courbe k ne traverse pas la coupure a^, elle 
forme avec a,,a2,..., «;,_,, ou quelques-unes de ces courbes, un groupe 
limite complète sur la surface T', et par suite aussi sur la surface T. 



Fig. 20. 



Fig. 21. 
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Supposons maintenant que la courbe k traverse la coupure a/3 en un 
seul point m [fig. 21). Je rappelle qu'aucune des courbes et coupures 
que l'on considère ne passe par les points de ramification; il en résulte 
que, en adjoignant à une courbe fermée quelconque une courbe fermée 
parallèle suffisamment voisine, ces deux courbes prises ensemble for- 
ment un groupe limite complète. Considérons la courbe fermée, tracée 
sur T', au moyen des deux lignes tt et X très voisines, parallèles res- 
pectivement à a„ et à *, et des deux lignes /xv, /ui'v' très voisines, pa- 
rallèles à la coupure a|3 ; soit k' cette courbe : les trois courbes a^, k, 
k forment un groupe limite complète sur la surface T, puisqu'il 
n'existe sur toute l'étendue de aj3 aucun point de ramification ni aucun 
point de la limite totale de T. Or la courbe A', qui est tracée sur la 
surface T', forme, sur cette surface, lorsqu'on l'adjoint à la totalité 
ou a quelques-unes des courbes (a,, ...,a„_, ), un groupe limite com- 
plète; il en est de mémo par conséquent sur la surface T; donc, en 
vertu de la proposition démontrée au n^ 14, la courbe k^ réunie à la 
totalité ou à quelques-unes des courbes a,, as, ..., a;,, forme sur la 
surface T un groupe limite complète. 
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Si la courbe k Iraversê Id coupure eu deux points, on pourra, par un 
procédé analogue au précédent, substituer à la courbe k sur la sur- 
face T, d'abord une courbe k qui rencontrera aj3 en un seul point, 
puis une courbe *" qui ne rencontrera plus celle coupure, et on arri- 
vera à une conclusion analogue. 

On procédera de la même manière par des substitutions successives, 
si la courbe k rencontre la coupure a|3 en un nombre fini quelconque 
de points. 

Donc, toute courbe fermée limite non complète tracée sur la surface T 
formera toujours, réunie à quelques-unes ou à la totalité des courbes 
a,, a,, . . ., a„, un groupe limite complète sur cette surface T; donc 
la surface connexe T est de Tordre /iH- i . 

La réciproque est évidente : toute surface T de l'ordre /i -h i est 
transformée par une coupure en une surface connexe T' de l'ordre /i. 
La proposition énoncée est donc parfaitement établie. 

De la proposition précédente on tire les conclusions suivantes : 

• 

22. i^ Il est impossible de faire une coupure sur une surface à 
connexion simple. 

23. :2^ Lorsqu'une surface à connexion multiple a été transformée 
par des coupures en une surface connexe simple, la limite totale de 
cette nouvelle surface, qui est composée de la limite totale primitive et 
des deux bords des coupures eflectuées, peut être parcourue d'un seul 
trait continu. 

Pour le démontrer, je remarque que, si une surface est simplement 
connexe, sa limite totale est nécessairement composée d'une seule 
courbe fermée; car, si la limite totale était composée de plusieurs 
courbes fermées, en joignant par un trait continu 9, un point de 
la courbe fermée A à un point de la courbe fermée B, la surface 
considérée serait partagée par celte ligne en deux portions con- 
nexes; et par suite elle ne serait pas simplement connexe. En second 
lieu, on doit pouvoir passer par un trait continu, en suivant les 
coupures et les courbes de la limite totale primitive, d'un point a 
situé du côté d'une coupure au point infiniment voisin a! situé de l'autre 
côté; car, sans cela, puisque la surface est connexe, on pourrait passer 
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par un irait conliDu q^, autre que les coupures déjà tracées, du point a 
au point a'; celte ligne serait une nouvelle coupure et la surface ne 
serait pas simplement connexe. On verrait de même qu'on doit pou- 
voir passer par un trait continu, en suivant les courbes de la limite 
totale primitive et les coupures, d'un point d'une coupure à un point 
d'une autre coupure. 

D'un système particulier de coupures. 

24. Pour effectuer des coupures sur une surface à connexion mul- 
tiple T de Tordre n + i, on peut employer le procédé suivant, dont 
nous aurons à nous servir dans la suite de ce travail. 

La surfaceétant de Tordre /iH- I, on trace sur cette surface n courbes 
fermées limites non complètes a,,a2, ...,a« qui, réunies ensemble, 

Fig. 22. 




forment un groupe limite non complète. Considérons Tune de ces 
courbes, soit a„\ de deux points infiniment voisins ^, et q^ [fig- ^^)^ 
pris de part et d'autre de a;,, on peut, par hypothèse, tracer deux 
lignes continues /, et I2 qui réuniront ces points à deux joints quel- 
conques/?, et/72 de la limite totale de T, et qui ne traverseront aucune 
des courbes a«, as, . . ., a„. De plus, on peut toujours supposer que ces 
deux lignes elles-mêmes ne se rencontrent pas; car on peut joindre 
par un trait continu leur premier point de rencontre A à un point 
quelconque B de la limite totale de T, sans traverser aucune des 
courbes a,, as, . . ., a^,, et substituer ensuite à ce trait deux lignes très 
voisines qui ne se rencontrent pas. La courbe p^ /, I2P2 ^insi obtenue 
peut évidemment être considérée comme une coupure, car elle ne 
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morcelle pas la surface : on peut passer d*un bord à l'autre de cette 
ligne sans la traverser au moyen de la courbe a„ ; elle est tracée tout 
entière sur la surface T, et elle ne réunit que deux points p^ eip2 de la 
limite totale de la surface T. 



DEUXIÈME PARTIE. 



PROPRIÉTÉS GÉNÉRALES DES FONCTIONS DE r ET f INIFORMES 
ET CONTINUES SUR UNE PORTION COMPLÈTEMENT LIMITÉE DE 
SURFACE DE RIEMANN. 



25. La surface de Riemann d'une fonction algébrique s de z étant 
donnée, les fonctions que nous avons en vue sont des fonctions aux- 
quelles le Calcul infinitésimal est applicable, ayant par conséquent, en 
général, une valeur déterminée en chaque point de la surface T, chan- 
geant d'une manière continue avec le lieu de ce point; c/est-à-dire que 
ces fonctions, en chaque point où elles sont continues, possèdent des 
quotients différentiels. 

Du théorème de Green. 

Des coordonnées s et p, 

26 (*). Nous commencerons d'abord par définir un système de coor- 
données dont Riemann fait fréquemment usage dans ses deux Mé- 
moires. 



■M Riemann. Tnaug. Dissert,, §8. — Newmann, Rienmnh*s Théorie, p. GS, 
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Considérons, pour fixer les idées, une portion de surface simple, 
limitée par une seule courbe fermée, dont la courbure en aucun point 
n'est égale à zéro. Si l'on fixe le point {fig. 23) sur cette ligne, et si 

Fig. a3. 




l'on compte les arcs dans la direction positive à partir de ce point, on 
pourra considérer un point M(a7, j) comme défini par la normale p 
abaissée de ce point sur la courbe et par Tare s compté dans le sens 
positif depuis le point jusqu'au pied N de la normale, en sorte que x 
et/ peuvent être considérées comme des fonctions des variables indé- 
pendantes s Qip. 

Pour tout point N du contour, on a les relations 
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dx . r àv . > 

-r- ^=— sinx — cosç, -f- = cosTj •=! sinç, 

dp dp 

dx . t, ây . P 

-r- =z COSTi=Sinç, -^ =: sinr, =— cosç, 

os os 



en désignant par ^ et v? les angles que la normale intérieure menée au 
point N forme avec les axes des x et des j. 

Pour tout point M non situé sur le contour^ les formules précédenles 
doivent être modifiées; pour un accroissement dp le long de la nor- 
male, l'arc ne changeant pas, les quotients différentiels de x et y, 
dans cette direction, seront encore donnés par les mêmes formules 



(a) 



dx , t ày . t 

-t— =— sinT) = cosÇ, ~ =:cosTi =smç; 



mais lorsqu'on donne à l'arc un accroissement ds^ la normale ne chan- 
geant pas de longueur, les accroissements de â? et / deviennent, en dé- 
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sigoaot par x = i = ^ la courbure N de la ligne limite. 



ou 



dj::=:{R — p)d<j cosTj, dv ^=z {R — p) dfj sinr,, 
da:=^l />Jd!jxcoST„ dy:=l p\ds tusiut,^ 

et enfin 

ô'V ôy 

(3) -^ =(i— />'t)cosT„ ^ — (i — y9x)sinT.. 

27. Soit X une fonction finie et continue de x et y\ on déduit des 
formules précédentes les relations suivantes : 



(4) 



< 



I.)) 



d\ d\ dx (JX dy d\ , d\ . , 
cjy? d^ a/? ôy dp ax ay 

f ^V_H ' f ^Y- f-V^ f-V- 



Extension du théorème de Green au cas d'une portion de surface 

de Riemann quelconque complètement limitée. 

28. On connaît la démonstration du théorème de Green, dans le 
cas où les fonctions X et Y sont finies et continues, ainsi que leurs 
premiers quotients différenlielsy dans toute Tétendue d'une' surface 
simple, c'est-à-dire à un seul feuillet, limitée par un contour fermé. 

La démonstration est la même, dans le cas d'une surface à plusieurs 
feuillets; on mène, dans tous les feuillets, des parallèles très rappro- 
chées d'ahord à Taxe des a?, puis a Taxe des y^ et de manière 
qu'une de ces lignes passe toujours par chaque point de ramification. 
Par définition, une surface complètement limitée est telle qu'une 
droite qui entre dans la portion de surface considérée, en traversant 
son contour, ne peut en sortir sans le traverser de nouveau ; donc toute 
parallèle traverse les lignés limites aussi souvent en entrant qu'en sor- 

(*) Riemann, Inaug. Diss., § 7. — Nbwmâwn, Rtemann's Théorie^ p. 53 
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tant; après cette remarque, le reste de la démonstration est évident. 
On a 

rintégrale,- dans le second membre, se rapportant à la limite tout 
entière, suivie dans le sens positif, c'est-à-dire de manière à laisser à 
gauche la portion de surface considérée. 

Les formules (i) permettent de donner encore à l'équation de Green 
les deux formes suivantes : 



Fonctions auxquelles le théorème de Green peut être appliqué. 

29. Le théorème de Green est fondamental dans toute la théorie de 
Riemann; c'est sur ce théorème que repose, comme nous le verrons, 
la démonstration du principe de Dirichlet. Il importe donc de bien 
préciser les propriétés que doivent posséder les fonctions qui peuvent 
être soumises à son application. , 

On voit tout d'abord que la démonstration du théorème de Green 
exige que chacune des fonctions X et Y passe d'une manière continue 

Fig. a4» 




des valeurs à l'intérieur de la surface considérée aux valeurs sur le 
contour. 

F4n second lieu, il n'est pas nécessaire que les fonctions aient des quo- 
tients différentiels finis et continus dans toute l'étendue considérée; ces 

5 
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quotients différentiels peuvent être affectés de discontinuités ponctuelles 
quelconques, en nombre fini. Soit, en effet, a {fig. 24) un point où 

-^ est discontinue, ah la parallèle à Taxe des a?, qui passe par ce point; 

on a, par définition, 

Jf -r— dx = lim I / 3— dx -h I 3— dx ] 

„ dx r,=o\J^ dx J.^,d« J 

:= lim ( Xft — Xa H- Xa-t — Xa-4>T,) ^= X^ — Xa, 

et le reste de la démonstration n'est pas modifié. 

Il en est de même si les quotients différentiels éprouvent des discon- 
tinuités tout le long d'une ligne, fermée ou non, pourvu qu'il n'existe 
pas de droite la coupant en un nombre infini de points isolés. 

Enfin on peut appliquer le théorème de Green, lorsque les fonctions 
X et Y sont affectées, en un nombre fini de points de la surface, de 
cer^/ie^ discontinuités. Supposons, par exemple, que les deux fonc- 
tions X et Y, ou l'une d'elles seulement, soient discontinues en un 
point a de l'étendue T. Entourons ce point d'une courbe fermée quel- 
conque qui sépare sur T une portion t, et soit p la distance d'un point 
de cette courbe au point a {fig. 20 ). 

Fig. 25. 




Le théorème de Green peut être appliqué sur toute la portion de 
surface comprise entre le contour S de T et celui c de t : donc 

l_^{^^'^)^=£(^<iy-Ydx)-f^iXd,-Yd.). 

Si> dans le second membre de cette égalité, la deuxième intégrale 
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/ {Xdy — Ydx) a une limite nulle, lorsque toutes les dimensions de g 
tendent vers zéro en même temps que t, alors on peut poser 

et cette équation sert de définition à l'intégrale de surface du premier 
membre. C'est ce qui a lieu, en général, lorsque pX et pY ont 
pour p=zo une limite nulle, indépendante de la direction suivant 
laquelle on s'approche du point ce. Bornons-nous au cas où les courbes gt 
sont convexes : en désignant par 9 l'angle du rayon vecteur p avec 
l'axe des x, et par Y le complément de Tangle de la tangente avec ce 
rayon vecteur, on trouve 



21: ^t« 



{\df—Y(fjr)=: I (Xcoscp-i-Ysin<f)p«/cp -h / (Xsin©— Ycos©)ptangY<5^5.. 

Appliquant le théorème de Cauchy relatif aux intégrales définies, 
on voit immédiatement que ces.deux intégrales ont une limite nulle 
pour p = o. 

Finalement, remarquons que, si l'on se bornait à évaluer l'intégrale 

f {Xdy — Ydx) sur une circonférence de rayon p décrite du point a 

comme centre, on trouverait que la valeur limite de cette intégrale 
pour p = o est nulle lorsque pX et p Y ont une limite finie différente 
de zéro au point a, ce qui peut ne pas avoir lieu lorsque la courbe con- 
vexe (7 est quelconque. 

30. Lorsqu'on étudie les fonctions X et Y sur une surface de Riemann 
tout entière, il faut, avant d'appliquer le théorème de Green, isoler 
non seulement les points de discontinuité, mais les points situés à 
l'infini. Bornons-nous au cas d'une sphère unique : on pose 

1 

•^ œ'-^iy' 

ce qui revient, comme on le sait, à substituer à l'entourage du 
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point (;r = » ,j==3o) Tentotirage du point (a?' = o,y= o) : l'inté- 
grale curviligne à étudier prend alors la forme 

/"/Xsinacp'-f-Ycosacp'N , , /Ysinao' — Xcosq©'\ , , 

On reconnaît, comme précédemment, qu'elle a, en général, une 
valeur limite nulle, quand —X et -Y tendent vers zéro pour p'=o, 

r P 

c'est-à-dire lorsque pX et pY ont une limite nulle pour p = oo . 



De quelques formules importantes qui résultent du théorème de Green. 

31. Soient X et Y deux fonctions de a? et j" finies et continues dans 
toute l'étendue considérée, ainsi que leurs quotients différentiels; si 
l'on pose 

X =rX — -Y— ^=x — -Y — , 

* ôx dx dx dx^ dx* 

Y rzzX— -Y— , ^=zX— -Y— , 

* dy dy^ dy dy^ dx^ ' 
la formule de Green (7) devient 

(9) yj(XA.Y-YA,X)e^a:af^=:-J(x0-Y^)e/., 

et, en supposant Y = i , 

(,o) f^,xcn=-f^ds. 

Remplaçant dans cette dernière formule X par X^, on a 

<■■> /h-4g)'-(f)>=-/4^- 
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Si X et Y satisfont aux relations r- = %-> , — H 3- = o, ces rela 

ax dy ôy ox 

lions deviendront, dans le système de coordonnées sp, 

dp \ — y»)c os os ' ôp 

et, tout le long de la courbe limite, on aura 



(i3) 
donc 



/}Y d\ d\ d\ 

Ôp ds ds " àp' 



l'intégrale, dans le premiermembre, s'étendant a toute la portion de 
surface considérée et, dans le second membre, à la ligne limite de cette 
portion de surface. 

32. Il est évident, à cause de Textension donnée au théorème dt* 
Green, que toutes ces formules s'appliquent au cas où Ton considère 
une portion quelconque delà surface de Riemann, à une ou plusieurs 
feuilles, limitée par un nombre quelconque de courbes, pourvu que ces 
courbes forment une limite complète. On pourrait d'ailleurs, pour plus 
de précision, transformer la portion de surface a connexion multiple 
en une surface connexe simple, et considérer alors 5 et/>sur le contoiM- 
unique que possède cette surface. 
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Fonctions X et Y qui satisfont à Téquation 

dX d\ 

dans toute l'étendue d*une portion de surface de Riemann, complètement 
limitée. 

33 (*). Si les fonctions X et Y sont finies et continues dans toute 
l'étendue de surface considérée, si leurs quotients différentiels no 
sont discontinus qu'en un nombre fini de points isolés, l'équation (7) 
du n^28 prendra la forme 



■"1 /(" ^ - » I) "• = »• 



cette intégrale étant étendue à la limite tout entière, simple ou com- 
posée^ de la portion de surface considérée. Cette relation subsiste 
quand on prend pour contour d'intégration une courbe fermée quel- 
conque tracée sur la surface rendue simplement connexe. 

34. Supposons maintenant que, dans l'espace considéré, il existe un 
certain nombre de points, de lignes, ou de portions de surface, pour 
lesquels les fonctions X et Y soient discontinues ou ne satisfassent pas 
à l'équation (i5); on peut isoler ces points, lignes ou surfaces, par des 
courbes fermées; alors l'intégrale 



/( 



x^-^Y^y^.s 
dp dp ) 



prise sur le contour de la surface, sera égale à la somme des intégrales 
prises sur les contours des lieux de discontinuité. En particulier, si 
XetY n'éprouvent que des discontinuités ponctuelles du genre que nous 
avons déjà signalé, c'est-à-dire telles que/sX tlfS. soient infiniment 
petits avec p, l'intégrale, prise sur le contour de la portion de surface 
contenant un pareil point de discontinuité, est rigoureusement nulle. 



( * ) Riemann, Inau^, Diss., § 9. 
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Remarquons encore que Téquation 

4 

■ à\ d\ 
dj^ djr 

peut ne pas être satisfaite sur une portion de ligne : l'équation (i6) 
continuera à exister» sans qu'on ait besoin d'isoler cette courbe. Mais 
toute portion de surface, si petite qu'elle soit, sur laquelle l'équation 
de condition n'est pas satisfaite, doit être isolée. 

35. Lorsque la surface considérée a été rendue simplement connexe 
par un certain nombre de coupures, il résulte des considérations pré- 
cédentes que, quelle que soit la ligne tracée sur cette surface simple- 
ment connexe entre deux points AetB, l'intégrale 

prise le long de cette ligne, aura toujours la même valeur. Par suite, 
si Ton considère le point B comme mobile, la fonction 

sera une fonction uniforme et continue de a? et y sur toute l'étendue 
delà surface simplement connexe considérée. 

Le long d'une coupure, si l'on considère deux groupes de points in- 
finiment voisins de part et d'autre de cette coupure (soit a,, a^ et 

Fig. a6. 




^\ « P2) [fig- 26), on aura évidemment, puisque les fonctions ne changent 
pas de valeur d'un bord à l'autre de la coupure, 
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Si 'donc la fonclion Z change brusquement de valeur, lorsque le 
rliemin suivi par la variable traverse une coupure, Taugmentalion ou 
la diminution sera constante sur toute portion de coupure comprise 
enlre deux points de rencontre successifs avec une autre coupure ou 
avec limite totale. On peut donc dire qu'à chat]ue coupure correspond 
une constante. Ces constantes ne sont pas des grandeurs entièrement 
indépendantes l'une de l'autre : considérons, par exemple, la surface 
à un seulfeuilletdontla limite totale est formée des trois courbes A,B,C. 
On transforme cette surface à connexion multiple de Tordre 3 en une 
surface simplement connexe, soit par les coupures ic, da [fig. 37), 



Fig. 27. 



Fig. 2R. 





soit par les coupures b'c\ a'd' [fig. 28). Désignons par A, B, C les 
valeurs de l'intégrale Z prise sur les contours fermés A, B, C. Si, par- 
tant de a,, on suit le système des coupures et des lignes limites dans le 
sens positif, on voit que la constante relative a la portion de coupure bd 
est égale à B, que la constante relative à la portion cd est égale à C, et 
que celle relative à c^a est — B -i- C = A, 

Dans la seconde figure, la constante relative à b*& est B, et celle rela- 
tive a rf'a'estB4-C= — A. 

36. Finalement, on voit que la variation delà fonction Z le long d'un 
arc de courbe quelconque ds est une différentielle totale, et que les 
quotients différentiels sont 



(18) 



dZ _ dl_ 



-X. 
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Des fonctions u de x et y qui satisfont à T équation \iU—o dans toute 
l'étendue d'une portion de surface deRiemann simple (à un seul feuillet). 

Je commence par définir ce que Riemann entend par discontinuités 
de première et de seconde espèce. 

Discontinuités de première et de seconde espèce, 

37(*). Soita une fonction dea;etjqui est finie et continue, ainsi que 
ses premiers quotients différentiels, sur toute l'étendue d'une portion 
de surfacecomplèlement limitée, sauf en certains points isolés (mais 
jamais le long d'une ligne ou sur une portion de surface). En ces 
points singuliers, oubienM est discontinue, ou bien, «étant finie et con- 
tinue, lesquotients différentiels -t-? -t- sont discontinus, ainsi que cela a 

lieu, par exemple, pour la fonction u = r— - au point [x = o,y = o). 

Considérons l'un de ces points, et formons les produits pj-, fj^/^ 

V 

en faisant tendre p vers zéro, trois cas peuvent se présenter : 

^ du du . 1* "â ' 

' Pt'' Pâ' ^°^P^^^ limite zéro; 

2^ p-^y p^ ont une limite finie ou infinie; 

S*" p-^j p-^ n'ont pas de limite. 

L'étude de ces différents cas donne lieu aux conclusions suivantes : 

1 ^ Lorsquen un point singulier ^ P'T'> P t' ^^^ infiniment petits ai^ec p, 
fu est aussi infiniment petit avec p. 

Soient (yî^. ^i^) le point considéré, p sa distance à un point variable 
M qui se meut dans la direction O7; on a, en général, 

du du dx du dy 



^ dp ^ dx dp ^ dy dp 



(•* ) RiBMANN, Inaug. Diss., § 10. 
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Celte relation montre qu*on peut donner à p une valeur R telle que, 
dans l'intervalle compris entre etR, sur la direction O9, la valeur 




de p-^ soitmoindreenvaleurabsoluequ'unequanlitédonnéea l'avance, 

soit M. En désignant par U la valeur de u pour p = R, on aura donc, 

en valeurabsolue, 

« — U <M(logp — logR), 

c'est- a-dire 

p«=ipU±e,oM(logp — logR), 

6 étant positif et plus petit que 1. Donc pu est, au point singulier 
considéré, infiniment petit avec p. 

La réciproque de cette proposition n'est évidemment pas vraie. 
Considérons, par exemple, la fonction u = logp ; au point (j: = o, / = o) 

le produit plo'gp a pour limite zéro, et les produits p^ = t^> 
û--^ = 3^ ont des limites finies. 

2^ Lorsque en un point singulier, P 3-^' P 3~ ont, pour p = o, une limite 
finie ou infinie y l'intégrale 

//[(0-(i)>' 

étendue à toute portion de surface^ ne comprenant que ce point singu- 
lier , est infinie. 

Il importe d'abord de bien préciser ce qu'on doit entendre par valeur 

de cette intégrale, lorsque ^> -r- sont des fonctions discontinues en un 

point de son étendue. Décrivons autour de ce point comme centre un 
cercle de rayon R ne contenant pas d'autre point singulier, et un cercle 
de rayon p plus petit. 
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I 

L'inlégrale précédente (19), étendue à la surface annulaire com- 
prise entre ces deux cercles, et qui a pour expression 

a une valeur bien déterminée qui est fonction de p. La valeur limite de 
cette fonction pour p = o, lorsqu'il en existe une, est la valeur de l'in- 
tégrale (19), étendue au cercle de rayon R. 

Cette valeur limite dépend évidemment des valeurs limites de p^-.' 

p-p> et, si ces grandeurs n*ont pas de limite ou sont indéterminées, 
il est imposible de rien préciser sur la valeur de cette intégrale. 

Supposons que p^>p -paient une limite finie ou infinie pour 
p = o ; on pourra alors choisir le rayon R de manière que, pour tous les 
points intérieurs à ce cercle, p .-9 p-j- aient une valeur absolue supé- 
rieure à une quantité finie a; on aura donc, en valeur absolue, 

c 

En prenant p <Re"'"', cette somme pourra être rendue plus grande 
que toute quantité donnée C. C'est ce que Ton exprime en disant que 
la valeur de l'intégrale (19), étendue au cercle B et à toute portion de 
surface comprenant ce cercle, est infinie. 

On peut encore énoncer le résultat précédent de la manière sui- 
vante : 

Considérons une portion de surface déterminée T ne comprenant que 
le point de discontinuité A, et soit p le rayon d'une circonférence 
très petite décrite de ce point comme centre. Si X désigne une fonction 
qui coïncide avec la fonction u sur toute l'étendue de T, sauf sur le 
cercle p où elle reste finie et continue, ainsi que ses premiers quotients 

différentiels, la valeur de l'intégrale / / (x-) ■^"(j") U?T, étendue 

à la surface T tout entière, peut devenir plus grande que toute quantité 
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donnée quand le cercle p, sur lequel les deux fondions u et X cessent 
de coïncider, devient infiniment petit. 

39. De ce qui précède on conclut que, si l'intégrale 

étendue à une portion de surface, garde une valeur déterminée et finie, 

il est certain qiCen tous les points de cette portion de surface p j- j p j- 
sont infiniment petits avec p. 

Mais de ce que, en un point singulier, Pj-^pj-r ^^^^ infiniment 

petits avec p, il n'en résulte pas que l'intégrale (19), étendue a une 
portion de surface comprenant ce point, ait une valeur déterminée et 
finie. 

40. D'après Riemann, une fi)nction est discontinue de première espèce 
en un point singulier lorsque l'intégrale (19)» étendue à une portion 
de surface comprenant ce point, reste déterminée et finie: elle est dis- 
continue de deuxième espèce en un point singulier lorsque cette intégrale 
a une valeur indéterminée ou infinie. 

Exemples : La fonction u = -. — est nulle au point [x = o, j = o); son 

I 

quotient difl'érentiel -r- = tt — ^ est infini en ce point, le produit 
Py=^ (\ ' \i ^st infiniment petit avec p, et l'intégrale 



,R ^«« 



est finie pour p = o. La fonction r — estdonc, au point(a: = o,y=o), 

discontinue de première espèce, 

3 

La fonction m = (— logp)^est infinie au point {x = o^y= o); son 

du 3 I * . 

quotient diflerentiel ^ = — 7 -(— logp)^ est infini pourp = 0; le pro- 
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duit p ^ est infiniment petit avec/^; mais l'intégrale précédente, qui a 
pour expression 

3 

devient infinie pour p = o. La fonction (— log/s)^ est. donc, au point 
[x = o,y = o), discontinue de deuxième espèce, bien qu'en ce point le 

produit p -T- soit infiniment petit avec p. 

41. Actuellement, soient u et f^' deux fonctions de a? et j dont les 
premiers quotients différentiels sont finis et continus dans toute l'éten- 
due d'une surface simple complètement limitée, sauf e-n certains points 
isolés (mais jamais le long d'une ligne ou sur une portion de surface), 

j ., du du du' du' ^ > ^ ^ , 

de manière que p-r-> |9->-> jo-t— > p->-> et par conséquent pu et pw, 

soient, en ces points, infiniment petits avec p. Admettons que ces fonc- 
tions ne deviennent pas discontinues au même point. 
Alors les deux fonctions 

, V ^ du' ^du du' , du 

(7J7 ax dy dy 

sont telles qu'en chaque point de la surface considérée pli et p Y sont 
infiniment petits avec p. 

Supposons maintenant que» sur toute cette surface, sauf en certains 
points et le long de certaines lignes, mais jamais sur une portion finie, 
quelque petite qu'elle soit, les fonctions u et u' satisfont aux équa- 
tions 

d^u d*u_ d*u' d^u' _ 

dx^ "^ dy^ " ^' dx* "^ dy* ~~^' 
il résulte des considérations précédentes (n^ 33) que l'intégrale 

/("l'-lh 

étendue à la limite totale ou h une courbe fermée limite complète, sera 
rigoureusement nulle. 
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Introduisons que la surface considérée est simple» en choisissant 
pour ul une fonction connue de x^iy susceptible d'une seule valeur en 
chaque point de cette surface : telle est, en particulier, la fonction 

(21) \ log[(^ — ^0)*-+- (j — /o)'] = logr. 

Cette fonction satisfait en tous les points de la surface à Téquation 

(?-Iogr dMogr 

- = o. 



dx^ d y* 

Elle est partout continue, saufau point (a? = a7o,>' = yo)- En ce point, 
p —. y p . sont unis, et, pour tous les autres points, ces quan- 
titéssonl infiniment petites avec p. Donc, les fonctions 

/ (Jlogr , du\ ( d\o%v , du\ 

seront infiniment petites avec p, sauf au point (^otj'o) (supposé non 
singulier pour la fonction u). En isolant ce point par une circonférence 
de rayon infiniment petit, on obtiendra la relation suivante 



d'où, en appliquant l'équation (10) du n^ 31, 

De là on conclut que la valeur de ^^, en tous les points (^o»7o) où cette 
fonction est continue, est donnée par l'équation 

(.5) «.= ij^ ad^ = -f^{u^-^-\o^r^£^ds. 

Remarquons que, si la surface n'était pas simple et avait, par 
exemple, n feuillets, logr serait discontinu -pour n points situés dans 
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les différents feuillets, et le raisonnement précédent ne serait plus 
applicable. 

42. Considérons l'intégrale 



^=/("^--°«'i)^- 



Si l'on faif cheminer le point (a?^» jo) dans loule l'étendue de la sur- 
face considérée (mais seulement à Vintérieur)^ ïog'"» . > ^ 

resteront, sur la limite totale, des fondions finies et continues de 
x^ et jo' ^însi que leurs quotients différentiels. Par suile, Z est une 
fonction finie et continue de x^ et r^ pour tous les points situés à l'in- 
térieur du contour, et cela d'après la forme même de cette intégrale, 
indépendamment de la manière dont elle a été obtenue. Donc, la fonc- 
tion u coïncide, en tous les pointsoù elle est continue, avec une fonction 
qui est finie et continue en tous les points intérieurs à la surface con- 
sidérée; donc la fonction u ne peut être discontinue en des points 
isolés que par un changement brusque de valeur. Si l'on exclut ce geitre 
de discontinuité, on voit que u et tous se^ quotients différentiels sont 
finis et continus dans tout l'intérieur de la surface considérée. 
Riemann énonce ainsi le résultat précédent : 

Théorème. — Si une fonction u, à Vintérieur dC une surface simple et 
complètement limitée ^ satisfait à V équation différentielle 

et quelle soit, en outre, assujettie aux conditions suivantes : 

I® Les points où cette équation différentielle nest pas satisfaite ne 
forment aucune portion de surface ; 

1^ Les points pour lesquels '^j 3-' t" ^^^^ discontinus ne Jorment 

aucune ligne et sont en nombre ^ni; 

3® En ces points de discontinuité^ les grandeurs P t~ > P ^. ^^^^ infini- 
ment petites avec p ; 
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4** Les discontinuités de a, provenant d'un changement brusque de 
valeur, en des points isolés ^ sont exclues; 

Alors la fonction u est nécessairement y?m6 et continue pour tous les 
points à /'intérieur du contour^ ainsi que tous ses quotients différentiels. 

En d'autres termes^ il est impossible de supposer que la fonction u 
ait des points de discontinuité tels que p ^^ p j- soient infiniment 
petits avec/}. Donc, nécessairement, si la fonction u a des points de 
discontinuité, en ces points, P -s-^ P -r auront une limite finie ou infinie 

pour p infiniment petit- L'intégrale //(^-) '*"(t') UT, étendue a 

une portion de surface comprenant l'un de ces points, sera donc infinie, 
c'est-k-dire que la fonction u n'est susceptible que de discontinuités de 
deuxième espèce. 

43 (*). La fonction u^ que nous venons de définir, jouit de€ pro- 
priétés suivantes : 

i*' Lorsque deux fonctions u et u' satisfont en tous les points d^ une por- 
tion de surface de Riemann simple à V équation Aj a = o, et quelles ont, 
en outre j les mêmes valeurs sur une courbe limite complète 2 tracée sur 
cette surface, elles coïncident en tous les points situés à l'intérieur de cette 
courbe. 

En effet, puisque les fonctions u et u' et leurs premiers quotients 
différentiels passent d'une manière continue des valeurs à l'intérieur 
de la courbe 1 aux valeurs sur le contour, elles doivent satisfaire à 
l'équation (i4) de la page 37, 

Or, la fonction g) = u -— u' satisfait aux mêmes conditions que u et u'\ 
mais elle possède, sur toute la courbe 2, la valeur zéro ; donc 

t 

(>) RiEM.\NN, //latf^. Diss,, §11. 
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ce qui exige que» en tous les points situés à Tintérieur de 1, on ait 

^ = o, j- = o. Donc 0) est une constante qui ne peut être que zéro, 

puisqu'elle est nulle sur 1. 

44. 2® Étant donnée une portion de surface de Riemann simple, parmi 
toutes les fonctions U, continues sur toute l'étendue de la portion consi- 
dérée, et qui, sur le contour, possèdent des valeurs continues données^ 
la fonction u est celle qui donne à F intégrale 

une, valeur minima. 

Posons U = M -h J ; on a 

J \â:e dx dy dy; 

Considérons la ^dernière de ces intégrales et remarquons qu'on a 
identiquement 

d(\}-u) du d\.,, .du-\ ... .<Pu 

d{\i-u)du (?[",-. ^du-\ ,,, .d*u 
—dy-ry = TyV'^-''^Ty\-^^-''^-d?- 

Cette intégrale prend alors la forme 




oh-'^i , 4'°-4:i 



dT 



dx dy 

d'où résulte la proposition énoncée. 

7 
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Cette transformation esl basée sur ce que, par hypothèse, U, u, .-» 
.— sont finis et continus dans toute retendue considérée. 

dy 

Nous verrons plus tard, par le principe de Dirichlet, conriment la 
réciproque de cette proposition conduit à la détermination de la fonc- 
tion ^^. 

45. 3*^ La fonction u ne peut pas être un maximum ou un minimum, 
en un point quelconque de la surface T. 

C'est-à-dire que u ne peut pas, en un point de T» avoir une valeur 
plus grande ou plus petite que toutes les valeurs qu*elle prend dans 
l'entourage immédiat de ce point. En effet, la valeur u^ de u, en un 
point de T, est donnée par l'intégrale 






effectuée sur une circonférence de rayon très petit, décrite autour de 
ce point. En mettant cette égalité sous la forme 



r 



( a — Wo ) û^? = o, 

on voit qu'il est impossible que u — u^ conserve le même signe tout le 
long de la circonférence considérée, ce qui suffit pour établir la pro* 
priélé énoncée. 

On voit en outre que la fonction continue u —u^ doit s'annuler au 
moins en deux points de cette circonférence, quelque petit que soit 
son rayon; par suite, il est impossible que la fonction u — u^ s'annule 
en un point isolé. 

46. 4** Sif sUr une portion de ligne quelconque kdela surface simple T, 

on a à la fois w = Uo -p = o, la fonction u est nécessairement nulle dans 
toute rétendue de T. 

Nous démontrerons d'abord qu'une ligne k sur laquelle on a i^ = o, 
^= o ne peut jamais appartenir à la limite d'une portion de surface S 
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OÙ u est partout plus grand que zéro. Supposons qu*il en soit ainsi ; 
séparons sur S une portion de surface, limitée d'un côté par k et de 
l'autre par un arc de circonférence décrite d'un point extérieur comme 
centre (cette construction est toujours possible). Le long de cette ligne 
limite totale on a évidemment 

et comme, le long de k, les valeurs de u et de -s- sont nulles, la portion 
de cette intégrale relative a l'arc de circonférence sera nulle : 



Jud^-^\ogrj'^ds = o; 



d'autre part, le long de la limite entière, on a 



/s^^^-A"'"^^' 



donc, le long de la circonférence, on a 



I udo = 0, 



ce qui est impossible, si l'on suppose que, partout dans S, u soit plus 
grand que zéro. 

On démontrerait de même que k ne peut appartenir à la limite d'une 
portion de surface où u serait partout plus petit que zéro. 

Nous savons d'ailleurs que la fonction u ne peut pas être nulle en des 
points isolés, etqu'elle est finie et continue, ainsi que toutes ses dérivées. 
Or, on ne peut faire que deux hypothèses : ou bien u est nul sur une 
portion de surface finie adjacente aux deux bords de ^ ; ou bien u est 
nul sur une série de lignes, et ces lignes sont nécessairement sépa- 
rées entre elles par des intervalles finis, car sans cela on pourrait les 
couper par une courbe, sur une portion finie de laquelle existerait 
un nombre infini de points isolés où la fonction u serait nulle, ce qui 
est incompatible avec la condition de continuité de la fonction et de 
ses dérivées sur cette courbe. Dans cette hypothèse, on pourrait donc 
séparer autour de k une portion finie de surface où u serait partout dif- 
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férentde zéro; nous avons vu que cela était impossible. Par consé- 
quent, la première hypothèse est seule admissible et on peut séparer 
autour de k une portion finie de surface S [fig. 3o), sur laquelle u est 

Fig. 3o. 




partout nul ; soit 2 la limite de cette portion de surface : tout le long 

de 2 on doit avoir u= o,-p = o. En continuant ainsi de proche en 

proche, on démontre que u doit être nul dans toute l'étendue de T. 

De cette propriété on conclut les suivantes, qui sont maintenant évi- 
dentes : 

5** Du moment que la fonction u garde une valeur constante sur une 
portion finie ^ quelque petite qiCeUe soit^ de la surface T, elle est nécessaire- 
ment constante dans toute V étendue de T. 

6° Du moment que la valeur de la fonction u et de son quotient diffé- 

Un 

rentiel -T- est connue tout le long d'une portion finie de ligne ^ quelque 

petite quelle soit^ elle est déterminée dans toute l'étendue de la sur- 
face T. 

En d'autres termes, pour démontrer l'identité de deux fonctions u 
et u' sur la surface T, il suffit de démontrer que leurs valeurs et celles 

de leur quotients différentiels^^ —sont identiquesle long d'une por- 
tion finie de ligne tracée sur cette surface. 
Enfi.n, en réunissant les propriétés 2? et 4^, on voit que : 

49. 7° Les points à t intérieur de la surface simple T, ou ua une va- 
leur constante^ forment ^ lorsque u n' est pas partout constant, des lignes 
nécessaires qui séparent les portions de surface où u est plus grand des por- 
tions de sur/ace où u est plus petit. 

En d'autres termes, une ligne sur laquelle u= a sépare deux por- 
tions de surface où u — a a un signe différent. 



( 53 ) 

50. Dans tout ce qui précède, nous avons supposé que la surface T 
était simple, simplement connexe ou à connexion multiple. 

Il résulte des considérations qui suivent que toutes ces propriétés 
peuvent encore être rigoureusement énoncées, lorsque la surface T est 
une surface quelconque à plusieurs feuillets. 



Des fonctions u décret/ qui satisfont à F équation i^^u — o dans toute 
rétendue d'une surface de Riemann quelconque à plusieurs feuillets et 
à connexion multiple. 

51. Nous considérons, comme précédemment, une fonction adea^etj, 
finie et continue, ainsi que ses premiers quotients différentiels, dans 
toute l'étendue d'une surface ou portion de surface de Riemann, sauf 
en certains points isolés (mais jamais le long d'une ligne ou sur une 
portion de surface), et toujours de manière qu'en tout point de cette 

surface, y compris les points de ramification, p-r-^ p-r- soient infini- 

ment petits avec p pour toutes les directions que l'on peut tracer à par- 
tir de ce point sur la surface. Nous supposons que cette fonction satis- 
fait à l'équation Àji^ = o sur toute l'étendue de la surface considérée, 
sauf en certains points ou le long de certaines lignes, mais jamais sur 
une portion finie de surface, quelque petite qu'elle soit, et nous nous 
proposons de trouver les propriétés d'une pareille fonction. 

Il est d'abord évident que, sur toute portion de la surface considérée 
qui ne contient pas de point de ramification, ces propriétés sont celles 
que nous avons énoncées dans le paragraphe précédent. 

Il suffit donc de considérer une portion de cette surface contenant 
un point de ramification, et nous allons montrer que ces propriétés 

subsistent encore, avec cette seule différence que ^> j- peuvent deve- 
nir infinis au point de ramification. Pour cela, nous commencerons par 
résoudre le problème suivant : 

52 (*)• Problème. — Réduire une portion de surface de Riemann^ 



(*) RiEM.VNN, //f^7f<^. Diss,^ § 14. 
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complètement fermée^ à plusieurs feuiliets^ contenant un seul point de 
ramification^ à une portion de surface simple complètement fermée. 

Soit, étendue sur le plan A, une portion de surface T à n feuillets, 
complètement fermée, comprenant le seul point de ramification 0' 
de Tordre n — i , et soit en ce point 5 = V = a:' -h if. Formons l'image 



deT,surunsecond planB, à l'aide de la fonction Ç =Ç-f-ij^ = (z — s')". 
Pour cela, faisons promener un point d'une manière continue sur 
toute rétendue de T et considérons à chaque instant, sur le plan B, le 
point correspondant Ci dont les coordonnées sommet 17. On voit tout de 
suite, en se servant des coordonnées polaires z — z' =ae^S Ç= ««*', 
que l'image 6 de T est une portion de surface connexe, simplement 
étendue sur le plan B, et qui, au point ù\ image de 0', n'a pas de 
ramification. 

Ces deux surfaces seront dans une relation telle qu'à un point de 
l'une correspondra un point de l'autre, que ces points correspondants 
chemineront ensemble d'une manière continue, qu'à une courbe fermée 
sur l'une correspondra une courbe fermée sur l'autre, et que l'ordre de 
connexion de deux portions correspondantes sera le ménie. 

53. Si l'on désigne V^^^ =%%-%%= n^^^""^ 'e détermi- 

nant fonctionnel de z par rapport à Ç, on trouve qu'entre deux éléments 

correspondants ds et da existe la relation 

* 

(28) ds — \/Dd7, 

d'où l'on déduit que les deux surfaces T et 6 sont semblables dans 
leurs très petites portions de surface correspondantes. 

Soit U une fonction réelle de a? et y, uniforme sur la surface T : elle 
sera uniforme sur la surface 6. Désignons par ds et da des éléments 
correspondants, pris respectivement sur les courbes limites S de T 
et 1 de 6, et par dp et dzs des éléments correspondants pris sur des nor- 
males correspondantes. 

On a immédiatement les relations suivantes : 

^ ^' ds d(J dp âny 



( 55 ) 
et, en appliquant la formule connue de transformation. 



f fv dxdy — f fvï) ^ dri, 



on trouve 



rfà'^ â'\J\^ r(d^\} d'\}\.^ 

(36) OL -^z=i nai -j- cos © •+- -r-sin © L 

^ a; . \<7X ^^ * (7j '^ j 

au /<^u /i~i au . n ~i \ 

( 87 ) /la -T— = a -.y cos cp 5- sin © 1 . 

54. A Tinspection de ces formules, on reconnaît que» si la fonction u, 
considérée comme fonction de x et y, est, sur la surface T, telle que 
nous l'avons supposée, cette même fonction u, considérée comme fonc- 
tion de \ et Y7, sera assujettie, sur la surface simple et complètement 
limitée 6, aux conditions suivantes : 

Elle sera finie et continue sur toute l'étendue de 6, sauf en un certain 
nombre de points isolés; 

Elle satisfera, sur toute cette surface, à Téquation différentielle 

en vertu de la formule (3o); 
En tous les points de 6, y compris le poi nt 12' correspondant du point de 
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ramification 0', les produits p-gr^ p-£ seront infiniment petits avec p, 

en vertu des formules (28) et (36), 

On peut donc appliquer a la fonction u àei et 19 le théorème de la 
page 47 et en conclure que cette fonction (ainsi que tous ses quotients 
différentiels) est nécessairement finie et continue en tous les points de 
la portion 6, qu'elle n'est susceptible que de discontinuités de deuxième 
espèce, qu'elle jouit de toutes les propriétés que nous avons énoncées à 
la suite de ce théorème. 

Revenant ensuite aux coordonnées x ety, on voit que la fonction u de 
X et y sera nécessairement finie et continue en tous les points de T, 
ainsi que tous ses quotients différentiels, avec cette seule différence que 

T'' T' pourront être infinis au point de ramification 0\ ainsi que cela 

résulte de la formule (37). 

Le théorème de la page 47 et toutes ses conséquences peuvent donc être 
énoncés, lorsqu'il s'agit d'une surface k plusieurs feuillets et à connexion 
multiple, en ajoutant que les quotients différentiels peuvent être infi nis 
aux points de ramification. 

Des fonctions uniformes fv = u + fV de la variable complexe 2 = x + iv 

sur une surface de Riemann simple. 

55 (*). Considérons une surface ou portion de surface simple T, 
qui peut être à connexion multiple, et soit T' la surface simplement con- 
nexe issue de T. 

Sur toute la surfaceT, sauf en certains points ou le long de certaines 
lignes, nous supposons que les équations 

,r.r.. du dv du dv 

dx'~~dy ây^^dx 
soient satisfaites. 

Donc les fonctions uei if satisfont sur toute la surface T, sauf en cer- 
tains points ou le long de certaines lignes, aux équations 

(39) A,« = 0, Aji'^ro. 

(1) RiEMANN, Inaug.Diss,, § 12. 
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Tout ce que nous avons dit précédemment sur les fonctions qui 
satisfont à de pareilles équations peut donc être énoncé ici. Cependant 
il y a une particularité importante dans le cas actuel : la condition d'être 
continus que Ton impose eu général aux premiers quotients différen- 
tiels de u eiif se déduit, comme nous le verrons, des relations (38). 
Voici en effet comment s'énonce le résultat que nous avons en vue : 

56. Théorème. — Si une/onction w de s, telle quelle est définie gé- 
néralement^ satisfait aux conditions suivantes : 

1*^ Les points où cette /onction est discontinue ne forment aucune ligne 
et sont en nombre fini; 

2^ En ces points de discontinuité^ iv{z — z') est infiniment petit aj^ec 
z -- z' \ 

3** Les discontinuités de w, provenant d'un changement brusque de 
valeur en dt^s points isolés, sont exclues; 

Alors lafi)nction w et ses quotients différentiels sont nécessairement finis 
et continus en tous les points de la surfojce T. 

Des conditions imposées à la fonction w résultent, pour u et v, les 
suivantes : 

i"" Sur toute portion finie de la surface T on a 

du dv du âv 

2^ Les fonctions u et (^ ne sont discontinues qu'en un nombre fini de 
points et jamais le long d'aucune ligne; 

3^ En chaque point, les grandeurs puei pv sont infiniment petites 
avec/s; 

4^ Les discontinuités de u et (^ provenant d'un changement brusque 
de valeur sont exclues. 

Des conditions (i), (2), (3) on déduit que, le long de toute courbe 
fermée tracée sur la surface simplement connexe T", on a (n° 33) 



Donc l'intégrale 



/("^-'f)'*="'- 



"=X'("S-''i)*. 



8 
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prise le long d'une ligne tracée sur la surface T', entre deux points A 
et B, conserve la même valeur quelle que soit cette ligne. Par suite, le 
point A étant fixe, si l'on considère le point B comme mobile, la fonc- 
tion U sera, sur toute l'étendue de T', une fonctionde aret j uniforme ot 
continue, sauf en des points isolés. Cetle fonclioiî a pour premiers quo- 
tients différentiels w= ^ et ç' = ^> elle salisfaità l'équation AalJ^o; 

en chaque point de T, fî-^-» p t-. sont infiniment petits avec p. 

Donc, en vertu du théorème du n° 42, la fonction U et tous ses 
quotients différentiels u, v^ t-» l"'"" ^^^^ nécessairement finis et 
continus sur toute la surface T'; il en est de même de la fonction 

complexe tv = j- — i -r-j et de tous ses quotients différentiels par 

rapportai. 

Sur la surface T, lorsque le chemin suivi parla variable traverse une 
coupure, la fonction U augmente ou diminue d'une quantité qui est 
constante pour chaque coupure, mais ses quotients différentiels ont 
même valeur de part et d'autre de cette coupure; donc la fonction w 
est nécessairement finie et continue ainsi que tous ses quotients dif- 
férentiels sur la surface T. 

De ce qui précède il résulte aussi qu'une fonction «^ = m -h zV de la 
variable complexe z=^ x-^-iy n'est susceptible d'aucune discontinuité 
de première espèce. Nous allons maintenant nous occuper des disconti- 
nuitès de deuxième espèce. 

57('). Théorème. — Du moment qu^ une fonction w de z est en un 
point z' de la surface simple T {c^est-à-dire en un point qui n'est pas de 
ramification) infinie d'un ordre fini ^ cet ordre est nécessairement un 
nombre entier. 

En vertu du théorème précédent, la fonction svvkt peut avoir que des 
points de discontinuité de deuxième espèce, en ce sens que, si elle est 
discontinue en un point, le produit w[z — z') = pwe'"^ est nécessaire- 
ment fini ou infini, lorsque p est infiniment petit; wesi alors infiniment 



( 1 ) RiBMANN, Inaufr, Diss., § 13. 
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grand au poinl considéré z . Admettons qu*il soit possible de trouver 
une puissance de p, soit f-^ dont le produit par w tende vers une limite 
finie ou infiniment petite, c'est-à-dire que w soit au point z infinie d'un 
ordre fini. Soit /île nombre entier immédiatement supérieur à (a, alors 
(z — 2' )" «^ = p" e^*' est infiniment petit avec p; par suite, [z — z'j^'Sv 

est une fonction de z, admettant une dérivée (puisque -^ — ^7^ est 

indépendante de dz)^ et à laquelle on peut appliquer le théorème pré- 
cédent.(n^ 56), sur toute portion de surface ne comprenant que le point 
singulier jz'; par suite, (2 — 2')""* wt' est au pointez' une fonction finie et 
continue. Soita^»^ sa valeur en ce point: la fonction {z —z'^'^w — a„^t 
est continue et infiniment petite avec p au point z'; on en conclut que 

la fonction (z — z^Y^^w — ^""'l, est finie et continue. En continuant 

de proche en proche, on voit que, en retranchant de la fonction w une 
expression delà forme 






on obtient une fonction finie et continue au point z' . Par là se trouve 
établi le théorème énoncé. 

Des fonctions nniformes w = m .+ iv de la variable complexe z^=ix -\- iy 
sur une surface de Riemann à plusieurs feuillets. 

58(*). Considérons, comme au n** 52, une portion de surface T 
contenant un seul point de ramification 0' de Tordre /i — i . 

Soit la surface simple, image de T, obtenue à l'aide de la trans- 
formation 

Sur la surface 0, fv, fonction de \ et y?, est une fonction de la variable 
complexe ^-h irii cela résulte des relations 

dx dy dx ây du dv du ôv 

d% dr^ &r, dk dx dy dy dx 



(*) RiBMiVNN, Inaug.Diss.y § 14. 
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d'où Ton déduit que 

du dv du ds^ ^_ 

d\ """ dri ^ dr\ ()Ç "~ * 

Par conséquent, en venu des théorèmes précédents : i** w aura une 

valeur finie au point Q! et en son correspondant 0', si le produit 

1 

w[z — «')«est infiniment petit avec a — z'\ iï^ w est infinie en ce point, 

1 

si le produit w{z — z'Y a une valeur finie ou infinie pour « = z'; 3® si 
w est infinie d'un ordre fini, cet ordre est nécessairement un multiple 

entier de -» c'est-à-dire que, parla soustraction d'une expression de la 
forme 



1 • t ' m' 

w deviendra au point 0' une fonction finie et continue. 

Propriétés générales de Timage S d'une surface de Riemann T 

fournie par une fonction ^ de z, 

59(*). Nous avons vu précédemment un cas particulier de cette 

qjjestion, en considérant l'image fournie par la fonction Ç = (2 — z')'". 
Pour la résoudre, nous commencerons par établir le théorème suivant, 
dont l'importance est capitale : 

Théorème. — Lorsque^ sur une surface de Riemann quelconque T, la 
valeur de la fonction w =^ u -h iv de la variable complexe z=,x -^ iy est 
connue le long d* une portion finie de lignes quelque petite quelle soit^ 
la fonction w est nécessairement déterminée sur toute l'étendue de T. 

En effet, du moment que l'on connaît u et (^ le long de la portion 

du dv 
ds ds 
fonctions ueii^ satisfont aux relations 



de ligne >., on connaît aussi le long de cette ligne -^ et -^; mais les 



du di> du di^ 

dx dy dy dx 



(*) RiEHANN, Inaug. Diss., § 15. 
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et nous avons vu précédemment, en traitant des coordonnées s et p, 
comment» de ces relations, on déduisait les suivantes : 

du di^ du dv ^ 

dp ds ds "^ dp^ 

on connaît donc le long de X les valeurs de u et ^> de v et ^; donc les 

fonctions tt et f' (n^48) sont déterminées sur toute l'étendue de T, et 
par suite aussi la fonction «^ = a + iV. En d'autres termes, pour dé- 
montrer, sur une surface de Riemann quelconque, Tidentité de deux 
fonctions w et w^ de la variable complexe z^ il sufût de démontrer leur 
identité le long d'une portion de ligne, si petite qu'elle soit mais 
finie, tracée sur cette surface. 
La proposition suivante est comprise dans le théorème précédent : 

Une fonction w = u-\' iv dez ne peut être constante sur une portion de 
ligne quelconque^ si elle n'est pas constante sur toute l'étendue de la 
surface T. 

60. Cela posé, considérons une fonction sv de z, uniforme sur la 
surface quelconque T étendue sur le plan A. En chaque point M de T, 
w a une valeur déterminée : cette fonction n'est pas partout une con- 
stante et est en général continue, sauf en un nombre fini de points 
isolés. Représentons géométriquement la valeur de M^ = M-h/V au 
point M par un point Q, d'un second plan B, ayant pour coordonnées 
rectangulaires u et s^. En vertu du théorème précédent, le lieu du 
point Q change toujours avec celui du point M, et en général d'une 
manière continue. On conçoit donc qu'on puisse former avec la totalité 
des points Q une surface simple ou k plusieurs feuillets S, sur la- 
quelle chaque point Q correspondra k un point déterminé M de la 
surface T, se déplaçant d'une manière continue avec lui. 
Ces deux surfaces S et T auront entre elles les relations suivantes : 
i^ A une courbe fermée sur l'une correspondra une courbe fermée 
sur l'autre; a des portions connexes sur l'une correspondront des 
portions connexes sur Tautre : cela résulte de ce que, la fonction w 
étant uniforme sur la surface T, à un point de la surface T ne corres- 
pond qu'une seule valeur de la fonction w. 



(62) 

a^ Deux portions très petites, correspondantes sur le plan A et sur 
le plan B, sont semblables. Cette propriété est bien connue; je la rap- 
pellerai seulement en quelques mots. Soient M(ic 4- iy) etQ(M -h iV) deux 
points correspondants; M'(^-l- iy-^dx'-^idy)^ W{x-^iy-\-dx"'{'idy') 
deux points infiniment voisins de M et Q'(w + «V -t- fl?a'-i- iVi/), 
Q"(a -4- iV -+- du" -^ idç") leurs points correspondants. On pose 

dx' -4- idy = E e'V, dx' -h idf = t' e'>", 
du' 4- idi^' = T)' e^^, du' 4- idv' = t/ e'^^', 

de telle sorte que e',^', s'', ç" d'une part et yi\ r/\ ^\ ^" d'autre part 
sont les coordonnées polaires des points M' et M'' par rapport à M, et 
de Q' et Q" par rapport a Q. 

Or w est une fonction de z, c'est-à-dire que la valeur du quotient 

différentiel ^ est indépendante de la valeur de dz; donc 

du' H- idv' du" 4- idv" 



et, par suite, 



d'où 



dr' 4- idy' dx" 4- idy 






ri' 



^ ,17 A.ir _/ _/r 



Les deux trianglesMM'M", QQ'Q" sont donc semblables, ce qui suffit 
pour établir que deux portions correspondantes, très petites, sur T et 
S, sont semblables. Cette proposition ne souffre d'exception que dans 

le cas particulier où ^ n'a pas une valeur finie. 

3"" La limite de la surface S est formée en partie par l'image de la 
limite de la surface T et, en partie, par l'image des limites des portions 
de T où iv est discontinue. A l'intérieur de cette limite, tous les 
feuillets de la surface S sont étendus simplement sur le plan B sans 
déchirure ni duplicature, comme les feuillets de la surface T sont 
étendus sur le plan A. 

En premier lieu, il n'y a pas de déchirure^ puisqu'il n'en existe pas 
sur les portions correspondantes de T et qu'à des portions connexes 
sur T correspondent des portions connexes sur S. 



(63) 

En second lieu, il n'existe pas de duplicature. Pour le montrer, nous 

établirons d'abord qu'un point Q'.où -^ est fini ne peut pas se trouver 

sxxvnnpU de la surface S. Car soit M' le point correspondant de Q' sur la 
surface T; entourons ce point d'une portion de surface de forme quel- 
conque et de dimensions indéterminées. En vertu de ce qui précède, 
l'image de cette portion sur S doit, à la limite, être semblable à la pre- 
mière : donc, on doit pouvoir réduire ses dimensions assez pour que 
le contour de l'image découpe surB une portion contenant le point Q'. 
Or cela est impossible si le point Q' se trouve sur un pli de la surface S. 

D*ailleurs--^9 fonction de z, ne peut être nulle qu'en des points isolés; 

elle ne peut être infinie qu'aux points de ramification de T, puisque w 
est fini et continu sur toutes les portions considérées; donc la surface S 
est étendue sans déchirure ni duplicature sur le plan B. 

61. De ce qui précède on conclut que la surface S est une surface dn 
même genre que la surface T, qu'à chaque point Q de cette surface cor- 
respond une valeur déterminée de z, et une seule, qui varie d'une 

manière continue avec le lieu du point Q et de manière que ^ soit 

indépendant de la direction suivie. Donc z est une fonction de la va- 
riable complexe w dans toute l'étendue de la surface S définie précé- 
demment. 

Si M et Q, M' et Q' sont des points correspondants, non de ramifica- 
tion, le rapport t^tt tend vers une limite finie, lorsque, M' se rappro- 

chant indéfiniment de M, Q' se rapproche indéfiniment de Q. Mais si M 
est un point de ramification d'ordre /i — i et Q un point de ramification 



J\n 



d'ordre /n — i, alors — — — ^ tend vers une limite finie, lorsque M' et 
Q' se rapprochent indéfiniment de M et Q. 



(64) 



TROISIÈME PARTIE. 



DÉTERMINATION PAR LE PRINCIPE DE DIRICHLET DES FONCTIONS 

D UNE VARIABLE COMPLEXE. 



62. Dans tout ce qui suit, nous supposerons toujours que les fonc- 
tions de X et y en question sont non seulement des fonctions aux> 
quelles le Calcul infinitésimal est applicable, mais des fonctions finies 
et continues, ainsi que leurs premiers quotients différentiels, sur toute 
rétendue de la surface de Riemann T considérée, sauf en des points 
isolés ou le long de certaines lignes. 

Del'intégrale L = //[(£)V(§)]^<,. ' 

63 (*). Nous avons déjà étudié cette intégrale dans les paragraphes 
précédents (n^ 40) lorsque nous avons défini les points de discontinuité 
de première et de seconde espèce de Riemann. Nous avons vu que, si 

en un point singulier p -r-i p -r- ont des limites finies ou infioies pour 

p = o, la fonction est afiectée en ce point d'une discontinuité de 
seconde espèce. 

Proposition I. — Soit y une fonction finie et continue ^ ainsi que ses 
premiers quotients différentiels 9 sur toute rétendue d*une swface T, sau/ 
le long d'une ligne l, où elle est affectée de discontinuités quelconques; 
soit X une fonction qui coïncide avec la fortction y sur toute (étendue 
de T, sauf sur une portionT^ contenant la ligne /, où eUe reste finie et 
continue ainsi que ses premiers quotients différentiels : la vcdeiir de f in- 
tégrale h = I f\ (-^j -f- (j-j rfT, étendue à la surface T tout 



en- 
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tière, peut devenir plus grande que toute quantité donnée C, lorsqu'on 
réduit de plus en plus la portion T, , sur laquelle les deux fonctions Xety 
cessent de coïncider. 

Prenons pour variables l'arc s de^ la ligne de discontinuité / et la 
normale/^; dési{;nons toujours par x la courbure en un point de cette 

Fig. 3.1. 




ligne, par /?, la valeur de /? k la limite de T| du côté positif, par p^ la va- 
leur de/' à la limite de To du côté négatif; et soient en6n 74 et y» les 
valeurs correspondantes de 7, Considérons sur la ligne / une portion 
dont la courbure ne change pas de signe, menons les normales à ses 
extrémités 5| et ^2, et évaluons la partie de L relative à la portion de 
surface limitée par ces deux normales et le contour de T« ; en vertu des 
formules établies page 32, elle sera donnée par Texpression 



(«) 



/■<*<— >[(i)' -(?.)• <^] 



(^) 



pourvu qu'aucun des centres de courbure de la portion considérée 
ne se trouve dans T|. Considérons en particulier la valeur de l'inté- 
grale 

La valeur de X, entre />, et /)2« ^^ coïncide pas avec 7 par hypothèse, 
et varie d'une manière continue; mais en /?« etp^ les valeurs deX sont 
égales à 71 et 73. Cherchons une limite inférieure de la valeur de l'inté- 
grale (6) : on a 
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Posons log(i — TLp) = x'\ X devient une fonction de d que Ton peut 
mettre sous la forme 

où a et 6 désignent deux coefficients ayant des valeurs fixées k l'avance. 
Nous les suposerons déterminées par les deux équations 

( Y, = alog(i — x/?,)-^ô = rtx', 4-6, 
( Y, = a log( I — x/?, ) 4- 6 =: ûTJ?', -h h. 

L'intégrale [h) devient ainsi 

\ [(aH-cp'(a7')?ûfx' 
> y. j a«( j;; — a?;) 4- 2a[ç (a?',) — cp.(y,)] j. 

Introduisant la valeur de a donnée par les équations (c), et remar- 
quant que f{x[^) = ?{x\) = o» on voit finalement que la valeur de (ft > 
est supérieure a 

(Tt — ï»)*x 

Donc la valeur de l'intégrale (a) est supérieure à 



X 



X 



^^ l0g(l — x/?,) — log(l — x/>i ) 

Soient 71, >/?i^o, 7ra</>2fo deux valeurs déterminées de p entre 
lesquelles sont comprises p^ etp2\ si la fonction 7 était continue pour 
^ = o, la plus grande valeur que (7, — 72)* pourrait recevoir, en fai- 
sant varier/?, et />2 dans l'intervalle (Tr,,;?^), deviendrait infiniment 
petite avecTT, — n^; nous pouvons, au contraire, lorsqu'il y a disconti- 
nuité, déterminer pour chaque valeur de s une grandeur finie et 
positive 771 telle que, si petite que soit supposée la différence tt, — n^, 
on puisse toujours, dans l'intervalle (tt,,?:::)» choisir des valeurs /i, et 
P2 pour lesquelles (7, — 72)^ soit >/n, et cela tout le long de l'arc / 
considéré. Désignons par P, et P^ deux valeurs particulières de /?, et 
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Pi, relatives à une forme déterminée de T|, et soit a la valeur de l'inté- 
grale 



F 



log(r-xP,)~-log(i-xP,)' 



a est nécessairement > o, puisque tous les éléments de cette intégrale 
sont positifs; or il est évident qu'en déterminant une nouvelle forme de 
T, de manière à satisfaire aux inégalités 



a 



/>i< ' P^> ;;; ' 

l'intégrale {b) sera supérieure à C. D'où l'on conclut que la valeur de 
L» quelle que soit la forme de la fonction X, dans l'intervalle T,, 
pourvu qu'elle reste finie et continue, ainsi que ses premiers quotients 
différentiels, peut être rendue supérieure à une quantité donnée C, 
aussi grande que l'on veut, en réduisant convenablement l'étendue T,. 
Ce mode de raisonnement est encore applicable dans le cas particulier 
où la ligne / fait partie du contour de la surface T. 

64. Proposition IL — Soit une portion de surface T, limitée par un 
système de courbes 2 : considérons toutes les fonctions \ de x et y, en 
général finies et continues^ ainsi que leurs premiers quotients différentiels 
sur toute V étendue deT, y compris le contour 2, et qui, sur ce contour 2, 

prennent des valeurs données quelconques, mais telles que X e/ -r-^ soient 

sur ce contour des fonctions continues de s : si ces valeurs ne sont 
pas des constantes^ on pourra toujours déterminer une constante 
K finie, positive et différente de zéro^ en dessous de laquelle l'intégrale 



=/[(â)^(^)> 



ne pourra pas descendre. 

On voit d'abord immédiatement que L ne peut pas avoir une valeur 
nulle, car il faudrait pour cela que \ ait une valeur constante, sur 
toute l'étendue de T et aussi sur le contour 2. 



\ 
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Je dis en outre que L ne peut pas être rendue plus petite que toule 
quantité donnée : il faudrait en effet que, sur toute portion finie de T, 
l'intégrale L pût être rendue plus petite que toute quantité donnée. Or, 

puisque X et ^ sont des fonx^tions continues de s sur le contour 1 et 

queX n'est pas une constante, il existe certainement sur cette ligne une 

portion finie A le long de laquelle -r- est partout plus grand en valeur 

absolue qu'une grandeur positive a. Mais, par hypothèse, il y a pas- 
sage continu de ces valeurs aux valeurs adjacentes surT; on peut donc, 




en joignant par un trait continu m les deux extrémités de /, séparer 
sur T une petite portion de surface T,, en tous les points de laquelle 



d\ 



( n^ 26) aura une valeur absolue très voisine de a, et par conséquent plus 
grande qu'une grandeur finie positive b. Cela posé, si l'on met la partie 
de L relative a T| sous la forme 

on voit de suite que l'intégrale 

et par conséquent l'intégrale (a), est nécessairement plus grande qu'une 
certaine quantité finie, positive et différente de zéro, ce qui établit la 
proposition énoncée. 
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De Vintégrale L étendue à toute la sphère» 

65. On peut concevoir TintégraleLétendae à une surface de Riemann 
tout entière de la manière suivante : Supposons, pour plus de simpli- 
cité, qu'il s*agisse d*une sphère simple de rayon infini; nous procéde- 
rons comme au n^ 30, et nous séparerons le plan T en deux parties T| 
et Tj par une circonférence décrite de l'origine avec un rayon R. 

L'intégrale L étendue au plan entier se compose alors de deux par- 
ties (en supposant qu'il n'existe sur cette circonférence aucune disconti- 
nuité), l'une L| relative à la surface intérieure T|, l'autre L, relative aux 
points extérieurs T2. Pour évaluer cette dernière on fait le changement 
de coordonnées connu 

I x' — r' 

^ x' -^ ly a?" M- y* ^ x'^ H- y* 

ce qui revient à substituer à tous les points extérieurs au cercle R tous 
les points intérieurs au cercle de rayon R' = ^- Un calcul très simple 
donne alors 






Donc 
L 



'- =ff. my - (!)■] ^"^ -ff, m* i^n -<<'■• 



Principe de Dirichlet. 

66 (*). Soit T une surface de Riemann (déterminée par une certaine 
fonction algébrique) ou une portion de cette surface. En général, cette 
surface sera a plusieurs feuillets et a connexion multiple. Soit T' la 
surface connexe simple, issue de T à l'aide de coupures 



(») RiEMVNN, Inaug. Diss., § 16 et 18. — Riemann, AbeUch. Funct.y § 3. 
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Désignons par a et ]3 deux fonctions réelles de x et 7, uniformes sur 
la surface T, finies et continues, ainsi que. leurs premiers quotients 
différentiels, sauf en un nombre fini de points isolés ou le long de cer- 
taines lignes, mais toujours de manière que Tintégrale 

étendue à toutes les parties de la surface T» garde une valeur finie et 
déterminée* Pour que cette hypothèse ait un sens bien précis, il est 
essentiel de définir l'opération (fui servira à reconnaître si l'inté- 
grale (i), étendue à une portion de surface comprenant des disconli- 

n uités de la fonction sous le signe / , a une valeur déterminée. 

Soient, par exemple, / une ligne de discontinuité et T, [fig. 33) une 

Fie. 33. 




portion de surface de contour 1^ comprenant cette ligne, mais sur 
laquelle ne se trouve aucun autre point ou ligne de discontinuité : on 
entoure la ligne /d'une seconde courbe limite complète 23, qui déter- 
mine une portion de surface T29 et on réduit de plus en plus cette 
portion T^, en déformant la courbe 1^ d'une manière continue suivant 
une loi déterminée. Lorsque la valeur de l'intégrale 

C f{x,y)dï, 

*^T, - T, 

relative à In surface anneau T« -- T,, tend vers une limite déterminée, 
indépendante de la loi suivant laquelle Ta tend vers zéro, cette valeur 
limite est considérée comme la valeur de l'intégrale 



c/t 



T, 

étendue à la portion de surface T, contenant la ligne de discon- 
tinuité/. ^ 
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Cela posé, on conçoit bien comment l'intégrale 12 (a), étendue à toute 
la surface!, même lorsqu'elle recouvre la sphère entière, puisse garder 
une valeur finie : c'est ce que nous supposons. 

En général, la fonction ol + |3i, ainsi définie, ne sera pas une fonction 
de la variable complexe z\ le principe deDirichlet, tel qu'il est énoncé 
par Riemann^ consiste à démontrer que : 

On peut toujours, et d'une seule manière^ transformer la /onction a ■+- /3/ 
de X et y en une /onction de 2, par l'addition d^une certaine /onction 
[JL 4- VI de X et y, qui satis/ait aux conditions suivantes : 

i^ Il est sur toute la limite totale de la sur/ace T égale à zéro, sauf en 
des points isolés; v a une valeur donnée en un point quelconque de T ; 

2,^ Les changements dans la valeur de \l sur T et dev sur T s'effectuent 
d'une manière continue^ sauf en un nombre fini de points isolés, et de 
manière que les intégrales 

étendues respectivement aux sur/aces T etV^ conservent une valeur déter- 
minée et finie. Les valeurs de v, prises de part et d^ autre des coupures, 
varient de quantités égales le long de ces lignes. 

Dans l'application que nous ferons, dans la suite, de ce principe aux 
intégrales abéliennes, on suppose : i^ que la fonction u -h ^i est dis- 
continue en un nombre fini de points donnés de la surface T, comme 
une fonction donnée de 2; 2^ que, lorsque la variable traverse une cou- 
pure, la différence des valeurs que prend la fonction de part et 
d'autre de cette coupure est une constante. Dans cette hypothèse, on 
conçoit que l'intégrale iî(a), étendue à toute la surface!, garde une 
valeur finie. 

Nous supposerons que, en chaque point de !, les grandeurs 

P(t Y )y Pyj"^ d ) ^ ^"® limite nulle pour p = o. 

Désignons, en général, par X une fonction réelle de x ety uniforme, 
finie et continue sur la surface !, assujettie à avoir sur le contour des 
valeurs nulles^ et dont les premiers quotients différentiels, aussi finis 
et continus, peuvent avoir, en un nombre fini de points isolés, des dis- 
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continuités (le première espèce, c'est-a-dire telles que Tinlégrale 



=/[(â)"-(i)>- 



étendue a toute la surface T, garde une valeur finie; nous avons vu 
que, en chaque point de Ty p ^> p -p ont une limite nulle pour /&= o. 
Dans cette hypothèse, si Ton pose o = a + X, Tintégrale 

aura encore une valeur finie. Les fonctions X sont en nombre infini; 
pour toutes ces fonctions, n(o) reste positif; donc il existe au moins 
une fonction X, soit fx, qui donne à SI{(ù) une valeur plus petite que 
toutes les autres : cette valeur sera, en général, différente de zéro, 
car, pour que Q (a + /x) = o, il faut que, en chaque point de T, on ait 

c'est-a-dire que les fonctions ^ — t^> :r- -+- 3^ soient de la forme 

^ ojc oy oy ox 

ù^ âuL 
d.r Oy 

Actuellement, soit 2/ = a + jx la forme que prend la fonction eo pour 
X = [X. ; je dis que la fonction u est unique. En effet, on peut donner à 
toutes les fonctions a la forme u + AX, où A désigne une constante 
arbitraire; l'intégrale Î2(a)) devient alors 

Or, la fonction u donne, par hypothèse, à O une valeur plus petite 
que toutes les autres; on doit donc avoir pour h très petit, et quel que 
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soit son signe, û > M. Cela ne peut avoir. lieu que si N = o, car autre- 
ment on pourrait obtenir pour Q une valeur inférieure à M : il résulte 
de là, d'après la notion même du minimum, que M est un minimum. 
D^autre part, u +X/t est la forme générale de toutes les fonctions u; 
par suite, M + LA' est la forme générale de toutes les intégrales Q; 
et toutes les fonctions ev), susceptibles de donner a Q une valeur 
minima, donnent à û la valeur M. Nous aurons donc démontré que 
la fonction u, qui donne à [i une valeur minima ou la plus petite 
des valeurs, estunique^ si nous démontrons qu'il n'existe qu'une fonc- 
tion u donnant à £2 la valeur M. Or, soit u'=u-hX' une seconde fonction 
jouissant de cette propriété (X'désignant toujours une fonction finie et 

continue), fî prendra la forme M-hL\ el L'= 1 U^j -h (^j rfT 

sera nulle; il faut pour cela que ^=o, -p =o. Or, V est nulle sur tout 

le contour de T : donc cette fonction est nulle sur toute l'étendue de T. 
Nous pouvons donc affirmer que la fonction u, susceptible de donner 
à £2 une valeur minima, est unique, et par suite aussi la fonction jx. 
La fonction u satisfait à la condition 

et cette équation a lieu, quelle que soit la fonction X qui, ayant des 
valeurs nulles sur la limite totale de T, est finie et continue dans toute 
cette étendue, et dont les premiers quotients difi'érentiels seuls, en 
général finis et continus, peuvent être afiectés en un nombre fini de 
points isolés de discontinuités de première espèce. 

Séparons sur la surface T une portion T|, simple ou multiple, com- 
prenant toutes les discontinuités de u^ |3, X, et soit T, la portion 
restante. 



Posons 



on aura 



\da7' dxdy) dx \dx dy ) 



àf ~" \ày^ "^ dxdy) dy \dy "^ dx) 
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Les fondions X et Y sont finies et continues sur toute retendue do 
la surface T,, ou du moins elles sont telles que pX et pY sont* en 
chaque point, infiniment petits avec p : on peut donc leur appliquer 
le théorème de Green. Par suite, on aura, en désignant par 2, les 
courbes limites de Tj, 

Or, I2 se compose de la limite 2 de T et de la limite 2, de T,; donc 



L [\âr dv) dx ^[dy-^ 51) d}\ '^' 



el comme, sur toute la limite 2 de T, on a X = o. 



T, u\<^-^ àyjàj^ \dy ôxjdy] 



m 



De cette expression de N on conclut que A^u doit être nul sur toute 
l'étendue de T, sauf en certains points ou le long de certaines lignes. 
Supposons que cela n*ai( pas lieu; N doit être nul, quel que soit X; or, 
parmi toutes les formes qu'il est possible de donner à X, on peut choisir 
cette fonction, de manière que sa valeur soit nulle sur toute l'étendue 
de T, et que X l^^u garde un signe constant sur toute l'étendue de T^; 
mais, alors, N serait forcément diflérent de zéro ; donc, il faut que, sur 
toute l'étendue de T2, on ait ^^u = o. D'ailleurs, on peut réduire 
l'étendue deT|, de manière à n'être plus composée que de portions de 
surface infiniment petites, dont chacune ne comprend qu'un point ou 
qu'une ligne de discontinuité. Par suite, il est impossible que, sur une 
portion, si petite qu'elle soit, mais finie de la surface T, l'équation 
difierentielle A2I/ = o ne soit pas vérifiée : cela ne peut avoir lieu qu'en 
certains points ou le long de certaines lignes. 
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Actuellement, si Ton pose 



l'équation 



X— — -^ Y— — ^ 
^ dx dy * <>j dx 






ôx dy 



sera satisfaite sur toute Tétendue de T, sauf en certains points ou le 
long de certaines lignes. Quoi qu'il en soit, comme il {u) a une valeur 
finie et qu'en chaque point deT les expressions |oX| et pY| s'annulent 
avec /9, on en conclut que le long d'une courbe fermée quelconque, 
tracée sur la surface simplement connexe T, on aura 

Donc, quelle que soit la courbe, tracée entre deux points Zo et z sur la 
surface T\ le long de laquelle on effectue l'intégration, l'intégrale 

.=-jr',ï.^-x,.,,=jr;(--;*f)* 

gardera la même valeur. Si donc, le point z^ étant fixe, le point z par* 
court d'une manière continqe la surface T'» l'intégrale v représentera 
une fopction de x et y^ partout uniforme et continue, sauf en certains 
points isolés, et les valeurs de cette fonction, prises de part et d'autre 
des coupures, varieront de quantités égales le long de ces lignes(n''35). 
Si Ton pose t' = v 4- p, on aura les relations 

du di' du __ ôv 
dx ôv^ dy ~ dx' 

par conséquent, m -t- iV = (« -t- ix) -+- (i3 4- v) i est une fonction de z 
qui, sur toute l'étendue de T\ admet les mêmes discontinuités que la 
fonction a + jâf'de x eiy^ et est partout ailleurs finie et continue, sauf 
en certains points isolés, et sous la condition que les intégrales 
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étendues respectivement aux surfrees T et T, gardent une valeur 
finie. 

Eu résumé, la fonction /x se détermine par la condition de donner 

à ù une valeur minima; cette fonction est unique, et, une fois qu'elle 

a été obtenue, la fonction v s'en déduit à une constante addilive près. 



Application de la méthode précédente à la détermination d'une fonction 
de la variable complexe ^ = or + <y, sur une portion de surface de 
Riemann simplement connexe et complètement limitée. 

66('). Sur une pareille surface, la fonction f^ = a + {Vde z sera 
complètement déterminée par les conditions suivantes : 

i^ La valeur de u est donnée en tous les points du contour et est 
continue sur cette ligne; 

2^ La valeur de v est donnée en un point quelconque de l'étendue 
considérée ; 

3^ La fonction iv doit être finie et continue en tous les points de la 
portion de surface considérée. 

D'abord il est évident qu'on peut former une pareille fonction; car 
il est toujours possible de déterminer, sur la portion de surface consi- 
dérée T, une fonction a + j3i de œ et y, telle que a ait sur le contour 
d e T les mêmes valeurs que u, et que, pour un changement infiniment 
petit du lieu de la variable, le changement de ce -h ^i soit infiniment 
petit du même ordre. La fonction u est alors déterminée par la condi- 
tion de rendre minima la fonction Q((«>), ou encore de satisfaire à 
l'équation A2a = o et d'avoir sur le contour des valeurs données; la 
valeur de v est ensuite fournie en chaque point par l'intégrale 

. = ?-. const.-£[(| + %y--{% - 'J)H' 

En second lieu, la fonction «^ = w -f- rv est unique, et les conditions 
précédentes sont suffisantes. 
Nous avons vu précédemment, en étudiant les fonctions réelles 



(») Riemann, Inaug, Diss,, § 19. 
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de X eiy qui satisfont à l'équatioa ^^u = o^ que la fonction u qui 
satisfait aux conditions énoncées ci-dessus est unique. 

Quant à la fonction ^» conome /3 est continue sur toute Tétenduc con* 
sidérée, on peut écrire son expression sous la forme 



=^-f:{%^-%'d 



Donc, quelle que soit la fonction jS, la fonction v qui, en un point 2^, 
est égale à /S,, est unique. 

On arrive directement au résultat précédent de la manière suivante : 
supposons qu'il existe une seconde fonction fv, = i/, h- iV| satisfaisant 
aux conditions précédentes : la différence 

est une fonction de z, partout ânie et continue sur Tétendue con- 
sidérée, u' est nul sur le contour, (/a la valeur zéro en un point donné. 
Par suite, on aura 

donc 

du' âi>' au' dv' . 

ce qui exige que la fonction ii' + iV soit nulle sur toute Tétendue de T. 

68. La méthode de Riemann, que je viens d'exposer dans toute sa 
généralité, et telle que Ta présentée le célèbre géomètre, a donné lieu 
à de nombreuses critiques. U est essentiel de la soumettre à une ana- 
lyse rigoureuse dans tous les cas particuliers où Ton voudra rappliquer. 
M. Cari Ne^mann a fait sur le principe de Dirichlet et la méthode de Rie- 
mann une étude du plus haut intérêt. Elle est malheureusement trop 
longue pour trouver place dans ce travail, mais j'espère que les déve- 
loppements précédents en faciliteront la lecture [Dos Dirichlet sche 
Princip in seiner Anwendung CLuf die Riemann schen Flachen. Leipzig, 
Teubner, i865). 
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69(*). Je termine ce qui a trait au principe de Diriehlet, en 
dénoontranl, avec Riemann, une proposition iinportantCt qu'il donne 
comnoe application des considérations précédentes. 

Proposition. — Étant donnée une surface de Riemann quelconque T 
complètement limitée et simplement connexe^ il est toujours possible de 
trouver une fonction ?(«) telle que l'image dé la surface 1 fournie par 
cette fonction soit un cercle K décrit sur le plan d'un certain point 0. 
comme centre^ avec l'unité pour rayon. 

Cette fonction est complètement déterminée» pourvu qu'on fasse 
correspondre, au centre 0, un. point intérieur Oo de la surface, et, à un 
point de la circonférence, un point 0' de la limite de T. 

Décrivons autour du point Oo(2o) comme centre, supposé non de 
ramification, une circonférence quelconque 6, qui ne s'étende pas 
jusqu'à la limite de T et ne comprenne aucun point de ramification. 
Posons js — 5o = re*'^ et considérons la fonction log(z — z^) = logr-f- *f . 
La partie réelle de cette fonction est finie et continue dans toute 
retendue du cercle 6, à l'exception du point Zo« où elle est infinie. 
Quanta la partie imaginaire, si l'on trace une ligne quelconque /allant 
du centre à la circonférence, on peut la considérer comme éprouvant 
un saut de continuité égal à + ^tt, toutes les fois que la variable z tra- 
verse celte ligne. 

Déterminons une fonction or + j32 de x et y par les conditions sui- 
vantes : 

Dans le cercle 6, elle est égale à log [z — z^) ; 

En dehors de ce cercle, si Ton suppose la ligne / prolongée d'une 
manière quelconque jusqu'au contour deT, elle doit : 

i** Sur la circonférence de 6, être égale k log (« — ^o) ©^ sur le con- 
tour de T, avoir une valeur purement imaginaire ; 

2^ Lorsque la variable passe du côté positif au côté négatif de la 
ligne ly elle éprouve une variation égale à + 271/, et, sur tout le reste de 
l'étendue T, à un changement infiniment petit du lieu de la variable 
correspond un changement infiniment petit du même ordre de la 
fonction. 

(>) RiRMANN, Inaug, Diss., § SI. — Konigsberger. Eilipt, Funct,, 7* Leç. 
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Cette détermination. est toujours possible» et il est évident que Tinté- 
grale • 

qui, dans le cercle 0, est égale à zéro, conserve alors une valeur 
finie sur toute l'étendue, puisque ^' ^' t"' ^ sont finies et con- 
tinues sur toute l'étendue de T, en dehors de ce cercle. 

Il sera donc possible de transformer la fonction a + ^i de j? et j en 
une fonction t=zm-^ ni dez, par Tadjonction d'une fonction continue 
de X tiy, soit (x -h vï, qui, sur le contour de T, sera purement imagi- 
naire, et dont la partie imaginaire v sera affectée d'une constante addi- 
tive arbitraire. 

La partie réelle m de cette fonction est égale à zéro sur tout le contour 
de T, égale à — oc au point Oo« et varie d'une manière continue dans 
tout le reste de l'étendue de T. D'ailleurs, nous avons vu précédemment, 
en étudiant les propriétés des fonctions ude xet y qui satisfont à l'équa- 
tion AaU = o, que la valeur de m ne peut en aucun point être maxima 
ou minima; de là, il résulte : 

1^ Que m ne pourra prendre que des valeurs comprises entre 
o et — Qo ; 

2^ Que les points qui, sur la surface T, correspondent k une valeur a 
de m, forment des lignes nécessaires; 

3^* Que ces lignes sont fermées et séparent la portion de la surface 
où m est <a, laquelle comprend le point Oq, de la portion de sur- 
face où m est >a, laquelle est limitée par le contour de la surface: 

4** Qu'il n'existe qu'une seule de ces lignes pour laquelle m = a. 

Cela posé, faisons décrire à la variable, dans le sens positif, la ligne 
fermée /tz = a, en prenant, comme coordonnées, l'arc s et la normale p 

a cette courbe : de l'équation-^ = — -r- on conclut que, -r- con- 
servant partout sur cette ligne le signe négatif, -j- conservera aussi 

un signe constant, mais positif. Par suite, n, fonction continue 
de X et y, ira toujours en croissant, et comme, en traversant la ligne /, 
du côté négatif au positif, elle éprouve un changement égal à — 2;r, 
cette fonction n prendra sur la ligne m^=^a toutes les valeurs comprises 
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entre o et 27:, et chacune d'elles une seule fois« abstraction faite d*un 
multiple de aTi. 

Acluellement, posons e'=:Ç = Ç4-i>3; alors, e'" et n son! les 
coordonnées polaires d'un point Q {l,ri) du cercle K : la totalité des 
points Q formera évidemment une surface S simplement étendue sur le 
cercle K; au point 0^ correspondra le centre de ce cercle, et, comme 
la fonction n comprend une constante additive arbitraire, on pourra 
faire correspondre un point quelconque du contour à un point de la 
circonférence, puisque sur ce contour m = o, 



iénje 



70. Dans le cas oii Oo serait un point de ramification du {n — 1) 
ordre» on arriverait au même résultat en partant de la fonction 



QUATRIÈME PARTIE. 



DES INTÉGRALES ABÉLÏENNES 



71. La plus belle application du principe de Dirichlet qui ait été 
faite par Riemann est contenue dans son fameux Mémoire sur les fonc- 
tions abéliennes. Je n'entreprendrai point l'analyse complète de ce 
Mémoire; je me borne^ comme je l'ai annoncé, à l'étude de ce qu'on 
peut appeler le Problème de Riemann, et à la détermination de Iji forme 
analytique des intégrales de première espèce. 

La première question qu'il y ait à résoudre est celle-ci : 

72. Étant donnée une équation irréductible du degré n en s et dont 
les coefficients a sont des fonctions entières du degré m en z, soit 

n m 

(i) F(5, 5) = ao«*-hai5'»-*-f-a,5'»-»H- ... -^a„ = o> 

déterminer la surface de Riemann de la fonction s définie par cette équa- 
tion, cest'à'dire : 

I ® Déterminer les points critiques de la fonction s, le nombre des points 
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de ramification qui sont superposés en chacun de ces points critiques^ et 
l'ordre de chacun de ces points de ramification ; 

2° Transformer^ a l'aide de coupures ^ cette surface en une surface 
connexe simple^ évaluer te nombre de ces coupures^ et y par suite, déter- 
miner l'ordre de connexion de la surface en question. 

Détermination des points de ramification. 

73 (*). Les z des points critiques de la fonction s sont déterminés, 
comme on le sait, par Téquation 

(2) Q{^) = at^J\Y\Si)^0 (1=1,2,. ..,/0, 

i 

Q(z) étant une fonction enrière de z du degré 2/w(/i — i)('). Si pour 
2 = ]3, racine decette équation, réquation(i) admet /racineségales à a, 
on dit que le point (a»/3) est un point critique de l'ordre l. A chaque 
point critique (a.]3) correspond un ou plusieurs points de ramification, 
qu'on détermine en cherchant tous les systèmes circulaires que Ton 
peut former avec les racines s autour du point critique (a,|3). 

Cette question est résolue par la méthode de M. Puiseux : je la rap- 
pellerai en quelques mots. 

On développe les deux fonctions F(5,z) et F^(^,jz) autour du 
point (a, /3) par la formule de Taylor 

-H-^F,o(^-«)*-f-2FH(5-a)(^-p) + Fo,(x;-pn 

+ -^,[F,o(5-«)»-h3F„(5-a)»(^-P) + 3F„(5-ot)(5-p)« + F„(^-p)'] 

I .2 .O 



F;(5,5) = F.,+ F.,(«-a) + Fu(3-p) 
(4) j +-i-[F,»(«-«)*+2F„(5-a)(;!-P)4-F,.(i;-p)'] 

4- 



(*) RiEMANN, Abclsch, Funct,, § 6. 

(') On suppose que tous les pôles de la fonction s sont dans le fini, et que, pour 2 = oo , 
les n racines s sont distinctes. 



II 
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On Irace alors dans un plan deux axes rectangulaires Os et Os, 
on les divise en parties égales, et, au moyen de parallèles aux axes 
menées par les points de division, on forme un réseau dont chaque 
point correspond à un terme du développement (3) et a pour coor- 
données les exposants de 5 — a et de s — /3 dans ce lerme. Chacun de 
ces points représente aussi un lerme du développement (4) et aura 
pour coordonnées les exposants de s — et et de z — ^ dans ce lerme, si 
Ton substitue à Taxe Os, Taxe is' mené par le point de division i de 
Taxe 05 (/g^. 34). 

Fi(j. 34. 




Ayant marqué les points qui correspondent aux termes de (3) diffé- 
rents de zéro, on peut former une ligne brisée convexe P dont les côtés 
successifs C| sont déterminés par au moins deux de ces points et qui 
laisse au-dessous d'elle tous les autres points. 

Au côté C/ correspond dans le développement (3) un groupe de 
termes de moindre degré de la forme 

Posons 

— ^1-1 "" ^i _ ^— ^1 _ 7i 

ai — ^/-i cii — a Pi 

les deux nombres entiers çi et/?, étant premiers entre eux, et 

Œi — Oi^i = kiPiy bi-x — bi = kiqi, 
ai — a =kpi, b —bi^kqi, 

keiki étant des nombres entiers; on démontre qu'au côté G/ correspon- 
dent kipi = Of — a,.f valeurs de s du même degré qui se répartissent 
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en ^/Systèmes circulaires d'un même nombre pi de valeurs, et chacun 
de ces systèmes circulaires est représenté par la formule 

(6) 5-a = (5-p)S[r,-h/,(5~P)?.4-/,(;;-p)^.4-...], 

OÙ v^ désigne une racine de Téquation binôme i^' == X, et X une racine 
simple de Téquation 

Nous nous bornons au cas où cette équation n'a que des racines 
simples. 

74. Chaque groupe circulaire de pi racines telles que (6) détermine 
un point de ramification de V ordre pi — r . 

Chacune des racines Si de ce groupe introduit dans la fonction cor- 

respondante F^. le facteur [z ~- |S) ' ^' ' , c'est-à-dire une puissance 
de [z — /3) dont l'exposant est représenté sur la ligne iz' par la lon- 
gueur \di comprise entre le point i et le point de rencontre de C, pro- 
longé avec iz'. 

Au point de ramification de l'ordre/), — i ainsi obtenu correspond 
dans Q(z) une puissance de {z — |3) égale à bipi 4- ^/(ai — i) • aux A, 
points de ramification déterminés par le côté C, correspond dans 
Q(z) une puissance de [z — |3) égale à kibipi h- kiqi[ai — i). 

Le degré du point critique (a, |3) d'ordre /, c'est-à-dire la puissance de 
z^ ^ introduite par ce point dans la fonction Q(2), est la somme de 
toutes ces puissances et égale à 

t étant la coordonnée du point où aboutit la ligne polygonale P sur 
l'axe Oz. 

75. Proposition. — La différence entre le degré d'un point critique et 
la somme des ordres des points de ramification qui sont superposés en ce 
point est égale à un nombre pair. 

Cette proposition se démontre facilement par de simples considéra* 
tions géométriques à l'aide du polygone de M. Puiseux. 



( 84 ) 

Nous nous appuierons sur la remarque suivante : 

Si l'on divise les deux côtés d'un rectangle, le premier en p parties 
égales el le second en q parties, p et q étant premiers entre eux, la dia- 
gonale de ce rectangle traversera p -^ q — i des pq rectangles qui sont 
déterminés dans le rectangle total par les parallèles menées par les points 
de division; et le nombre des rectangles non traversés, soit {p — t){q — ' )• 
est un nombre pair. * 

Cela posé, on remarquera : i" que 2(aii,_, — a,_,è,} représenle le 
double de la surface du polygone délermioé par la ligne T et les deux 
axes 0/ et Or {Jtg. 35); 2" que A.exprime le nombre des segments égaux 
déterminés par les points du réseau sur le côté C, : il existe, par consé- 
quent, sur la ligne polygonale T, 2^,+ i points du réseau, en com- 
prenant les sommets et les points t et r. 



En menant par tous ces points des parallèles aux axes, on voit 
qu'on peut considérer le double dé la surface du polygone détîni 
précédemment comme composé de deux fois la portion marquée par 
des hachures, qui est nécessairement exprimée par un nombre pair, 
soit 2N, augmentée de la somme de 2.i, rectangles ayant pour dia- 
gonales les droites qui joignent deux points de division successifs. 

Les côtés de chacun de ces reclangles sont exprimés par des 
nombres />,• el ?,■ premiers entre eux, et leur surface a pour expression 
2}i' -i- Pi -h qi — I : celle des >t,' rectangles, correspondant au côté C,-du 
polygone T. est donc exprimée par le nombre 

a*/ Pi' -\-iCiPi+ kiçi—Aj. 
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Faisant la somme, on obtient 

Or la différence cherchée est 

D.p— l^kiipi— i) = Da|i— (/— SA-/) = 2N% 

ce qui démontre la proposition énoncée. 

Point de ramification simple. 

76. Un point de ramification autour duquel se permutent deux 
racines est un point d'ordre 1 : un point de ramification simple est un 
point d'ordre i d'une nature particulière et dont la définition résulte, 
comme nous allons le voir, de certaines propriétés de la fonction F(^, z) 
en ce point. 

Supposons que, pour 5 = a, z = p, on ait ^=0, 3j>o, -tt>^' La 

ligne polygonale de M. Puiseux se réduit à la droite 1-2. A celte droite 
correspond un système circulaire de deux racines^,, ^2 déterminé par 

et ce système circulaire introduira dans Q{z) le facteur (z — |3). 

ds ds 



Donc, si la fonction F{s,z) est telle que^>-jY ne s'annulent 



jamais en même temps que F et ->-» on est certain qu'à chaque facteur 

linéaire de Q{z) correspond un point de ramification d'ordre i, et le 
nombre de ces points est égal à 2m[n — i). 

Supposons que deux de ces points /3| et jSj {^g. 87), se rapportant 
aux mêmes racines^,, 53, soient très voisins l'un de l'autre; par un 
circuit positif autour de |3|, la fonction s partant du point A avec la 
valeur 5, se transforme en 53» et de même autour de /Ss; donc, par un 
circuit positif autour de ces deux points, on retrouve la racine [s^ ou s^) 
prise comme point de départ. Or, on conçoit qu'en modifiant conve- 
nablement les coetlîcients des puissances de z dans les fonctions a, on 
puisse amener les deux points^, et jSj à se confondre. Autour du point 
critique de degré 2 ainsi obtenu, il n'y a plus de système circulaire 
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entre les racines ^i et 53 : on peut donc supprimer la correspondance 
entre les feuillets i et 2 établie d'abord aux points /S^ et ^3* ou, si Ton 
veut, on peut supprimer ces deux points de ramification. 

Fig. 37. 




Plus exactement on dira que ces deux points de ramitication d'ordre 
I se réduisent à deux points de ramification d'ordre zéro (*). 

Si, au lieu de deux points p,, jS^, nous en avions eu trois, ou, plus 
généralement, un nombre impair, soit2v + i, ils auraient donné lieu, 
en se superposant, à un seul système circulaire, c'est-à-dire à un point 
de ramification de l'ordre i, et de degré 2V -H 1. 

D'autre part, un point de ramification de l'ordre /x entre les racines^, , 
^2, . . .,'^114.1 peut évidemment être considéré comme la superposition des 
jjL points de ramification simples (i, 2), (i,3), ..., (i,a 4- i) {fig^ 38), 
et si chacun de ces points est de degré 1, le point (i, sî, ..., a) (^) sera 
du degré fx. 

Fig. 38. 




D'ailleurs plusieurs points de ramification d'ordre différent peuvent, 
en se superposant, donner lieu à un ou plusieurs points de ramifica- 



( *) A ces deux points correspond dans Q(3) le facteur (z— P)». 

(') Nous d(^signons, pour abréger, par (i, 2, . . ., fx) un pointde ramification autourduquel 
se permutent les racines ^i, j», . . .,^^. 
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tion dont Tordre ne sera pas celm des premiers. Par exemple, les deux 
points de ramification (1,2, ...,fx), (1,2, ..., ja), si /xest impair, se ré- 
duisent à un seul (i, 2, ..., jui). Tordre de permutation des racines 
élant sful changé; si ix est pair, ils se réduisent à deux (i, 3,...,]ul), 
(2, /J, ...,f;.); etc. 

On comprendra maintenant facilement la définition suivante : 

77. Un point de ramificntion simple est un point de ramification 
de P ordre 1 correspondant à un point critique de degré i . 

Et il résulte de la proposition du n** 75 que : 

Un point critique (a, |S), rfe degré Dap et d'ordre /, peut être considéré 
comme la superposition de D^p points de ramification simples dont l — Iki 
peuvent donner lieu à un ou plusieurs points de ramification d'un ordre 
supérieur ou égal au premier^ lesquels seront déterminés par les systèmes 
circulaires que V on peut former avec les l racines qui deviennent égales au 
point critique (a, p), et il restera un nombre pair de points de ramification 
simples qui se réduiront à autant de points de ramification de l'ordre 
zéro. 

78. En étendant à tous les points critiques de la fonction s la propo- 
sition précédente, on peut dire que cette fonction possède 2m(/i — i) 
points de ramification simples; soit iv le nombre de ceux qui donnent 
lieu à des points de ramification d'un ordre au moins égal à Tunité; 
soit !2r le nombre de ceux qui donnent lieu a des points de ramification 
d'ordre zéro : ce nombre est évidemment pair; on aura la relation 

i*'-h2/*^i2/n(/i — i). 

79. Définition. — Une fonction z est, en un point de la surface T, 
infiniment petite du premier ordre, si son logarithme augmente de 2 in 
lorsqu'on fait décrire a la variable un contour fermé limitant complète- 
ment une petite portion de surface, comprenant le point en question. 

Il résulte de cette définition qu'en un point de ramification d'ordre jjl 



où 2 a une valeur finie /3, [z — P)*"^^ ou dz^'^' est infiniment petit du 

premier ordre, et si ce point est à 1 infini ( ~ j sera infiniment petit 
du premier ordre. 
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80. Un point de ramification de Tordre fx, tel que nous ravons défini 
précédemment, résulte de la superposition d'un certain nombre de 
points de ramification simples égal a èi7>*4-y/(a/ — i), si nous sup- 
posons ii=pi — i; ils se réduisent à un point de ramification de 
Tordre/?/ — i , età un certain nombre de points de ramification de Tordre 
zéro. 

Autour de ce point de ramification de Tordre jul, F'(5) contient le 



bi+îi(ai-t) 



facteur {z — ^) '• : donc F'(^) sera infiniment petit d'un ordre 
marqué par b^pi h- qi{ai — i), c'est-à-dire par le nombre des points de 
ramification simples qui déterminent le point de ramification de 



— I* 



Tordre fx; donc F{s)dz^'^' sera infiniment petit d'un ordre marqué par 
le nombre de points de ramification simples qui donnent lieu à des 
points d'ordre zéro. 

Ordre de connexion de la surface de Riemann T 

de la fonction s. 

81 (*). Nous supposerons que la surface de Riemann ts\. fermée, 
c'est-à-dire qu'on n'a isolé sur cette surface aucun des points où la 
fonction devient infinie; dans ce cas, on peut considérer cette surface 
comme ayant pour limite une seule courbe fermée infiniment petite, 
tracée autour d'un certain point A de cette surface sur l'un de ses 
feuillets. 

Et d'abord il résulte de là que Tordre de connexion de la surface fermée 
est nécessairement un nombre impair : en effet» sur une surface fermée, 
un nombre impair de sections détermine un nombre pair de courbes 
fermées, c'est-à-dire pouvant être parcourues d'un trait continu» un 
nombre pair de sections détermine un nombre impair de courbes fer- 
mées; or, quand la surface est devenue connexe simple, sa limite peut 
être parcourue d'un seul trait continu : donc le nombre des sections on 
coupures qui donnent naissance à cette limite est pair» et Tordre de 
connexion est impair, soit 2p + i. 

(*) RIEM4NN, AbeUclu Funct,, §3. 
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Le problème consiste k déterminer p en fonction des nombres m, 
n et r définis plus haut. 

82(*). Pour résoudre cette question, nous nous servirons d*un sys- 
tème particulier de coupures, dont il a déjà été question au com- 
mencement de ce travail, mais qu'il s*agit maintenant de bien pré- 
ciser : 

On trace sur la surface T une première ligne fermée a, Ifig. 39) 
limite non complète : cette ligne peut être prise comme première cou- 
pure, pourvu que Ton considère la courbe infiniment petite entourant 
un point Â de cette ligne comme la limite totale de la surface T. 

Ki8. 39. 




On obtient ainsi une surface connexe de l'ordre 2p, soit T,^, dont 
la limite totale se compose de deux courbes fermées qui sont déter- 
minées par la courbe A et les deux bords de la courbe a,. 

Réunissons par un trait continu b^ deux points infiniment voisins 
pris de part et d'autre de a^, de manière à ne pas couper la limite 
(A, a,) de la surface Ta^. Nous pouvons prendre évidemment comme 
seconde coupure cetteligne/^f,qui ne forme pas une limite complète et 
réunit deux points de la limite totale de Ta^. 

On obtient ainsi une surface connexe de l'ordre isp — 1, soit Ta^,, 
dont la limite totale est composée de la courbe A et des deux bords des 



( 1 ) KoNiGSBERGBR, £ilipt. Funct,, 6' Leç. 
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courbes eif et 6, • Cette limite peut être parcourue d'un trait continu, 
ainsi que le montre hjig. 4o- 

Actuellement traçons dans la surface Ta^^-i» si cela est possible, une 
courbe 02 non limite complète; joignons, par un trait continu c,, un 
point de 6| à un point de 03 : Tensemble des lignes (C|, as) pourra être 
pris comme troisième coupure. On détermine ainsi une surface connexe 
T^à/h-2 de Tordre ap — 2 et dont la limite totale est formée par la 
courbe A et les deux bords des courbes (a,, 6,, c^a^). 

Fig. 40. 







Réunissons, comme précédemment, deux points infiniment voisins 
pris de part et d'autre de a^^ par un trait continu h^ ne rencontrant 
pas la limite totale de 12^.2 ^^^^ son trajet. Cette ligne peut être prise 
comme quatrième coupure, et Ton continuera ainsi de proche en proche, 
jusqu'à ce que, après avoir tracé ap courbes n<, ...,ap,i<, ..., 6^, on ait 
transformé la surface! en une surface simplement connexe T', dont la 
limite totale sera composée de la courbe A et des deux bords des 
courbes «<, è,, c,, a^, b^, c^, ..., a^, 6^, Cp{*). 



Détermination du nombre p. 

83 (*). Considérons cette surface connexe simple T'. Nous avons vu, 
en traitant le principe de Dirichlet, qu'on pouvait toujours déterminer 



( ^ ) Ce système de coupures n*6St pas celui qui a d*abord été employé par Riemann : après 
avoir tracé les deux coupures ai et 61, la troisième et toutes celles qui suivent sont obtenues 
en joignant par un trait continu deux points infiniment voisins pris de part et d'autre de la 
dernière coupure tracée. Je me sers immédiatement, pour simplifier, du système précédent, 
que Riemann emploie pour définir les intégrales normales de première espèce. 

(*) Riemann, Jbeis. Funct., § 7. 
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une fonction Ç(z) = c' = 6'""*^* de z^ finie et continue sur toute l'étendue 
de T, telle que Tiuiage de la surface T' fournie par cette fonction 
soit un cercle K décrit d'un point arbitraire comme centre avec l'unité 
pour rayon. Or, en traitant des propriétés d'une fonction uniforme de z 
sur une surface de Riemann(n°*55 à 59) et de l'image fournie par une 
pareille fonction, nous avons vu qu'autour d'un point de T' non de rami- 
fication définie par z = z\i^ = Ç', la fonction Ç — Ç' est développable 
en série ordonnée suivant les puissances entières de z — z\ et qu'au- 
tour d'un point de ramification de l'ordre /x, Ç — Ç' est développable en 

série suivant les puissances de {z — «')'*+ % 

En général, A peut être nul, mais, dans l'hypothèse actuelle (n^ 61), 
il est facile de montrer que cette quantité est toujours difierente de 
zéro. Pour cela on remarque que z est une fonction de Ç dont la sur- 
face de Riemann est le cercle E, c'est-à-dire une surface simplement 
étendue: donc z — z' est toujours développable suivant les puissances 
entières de Ç ■— Ç', 

En comparant ces deux développements, on en conclut que v = jm + i 
et que AB = i, c'est-à-dire que A et B sont différents de zéro. Donc, 

en tout point de K, ^ lorsque z est fini,-^ lorsque z est infini, sont 

infiniment petits de l'ordre jx, c'est-à-dire d'un ordre marqué par 
l'ordre du point de ramification qui existe au point (z, Ç) sur la surface 

de Riemann T'. On aura donc pour ^ des expressions de la forme 

^ = (C-CKcp(î-î') (5 fini), 

g=z(;-C)-'*-'?(Ç-n (^infini), 

la fonction f ne devenant ni nulle ni infinie au point Ç'. 
Cela posé, effectuons l'intégrale / ^log^ tout le long de la circonfé- 



f 



(92) 
rence E. Celte intégrale, prise positivement, sera égale à la somme des 

dz 

intégrales prises dans le même sens autour des points où ^ est infini 

et nul. On aura donc, en supposant «qu'au point 2 = qo les /i valeurs 
de s sont distinctes, c'est-à-dire que jj. = o, 



X 



dz 
é/log-Tp^aiciXw— an). 



Soient^Tarcde la courbe limite totale deT'compté à partir d'un poinl 
déterminé, etcr l'arc correspondantsur la circonférence K; on peut écrire 

dz . dz . ds . d^ 

D'ailleurs, il est indifférent d'effectuer l'intégration le long du con- 
tour de T' ou le long de la circonférence; on a donc 

dz 

La valeur de t- sur le contour de T' a pour expression (n® 26) 

cos>3 -hisinKj =e'^, en désignant par ti l'angle que fait la normale 
menée a gauche de la direction suivie sur le contour deT' avec l'axe 
des y; par suite, 

X'^'^S^X'''- 

t 

Étudions la variation de l'angle y] en suivant par un trait continu 
tout le contour de T [fig. 40* ^^^^^ variation se compose évidemment 
de deux parties, l'une due k la somme des variations de y? quand on 
parcourt chacune des courbes a, 6, c deux fois en sens contraire, et 
cette somme est nulle; l'autre due au changement brusque qu'éprouve 
la valeur de 77 quand la normale passe d'une courbe à l'autre. 

Au point A, poinl de rencontre de deux courbes a et 6, la somme de 
ces variations est égale à 27:; au point B, point de rencontre de deux 
courbes b et c, elle est égale à tt; au point C, point de rencontre de deux 
courbes c et a, elle est égalé à n : donc, dans le passage de b^ à a^, la 
variation est 2n. La variation totale est, par suite» égale à autant de 
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fois 271 qu'il y a de courbes neib moins une, c'est-à-dire à (ap — i) 2;:, 

La seconde intégrale / rflog^^est nulle; 

La troisiènoe intégrale / ^log -7^ est égale à 271/ ; 
Par conséquent 

/ ^^^^^71?^^ 2'Ki{w — 2n)-=i{2^ — 2)2iri, p=: //4-1, 

et, en remplaçant w par sa valeur 2m{n — i)— 2r, on trouve 

p=:(/i — i)(m — i) — r et 2p-hi=i:2(/i— i)(m — i) — 2r-hi. 

Telle est l'expression de l'ordre de connexion de la surface ferméede 

n m 

Riemann de la fonction 5 définie par l'équation algébrique ¥{s, 2) = o, 
en supposant que, par une substitution convenable, on ait donné i\ 
«cette équation une forme telle que les n valeurs de s pour z =co soient 
distinctes. 

Fifi. 4i. 




Avant d'aborder le problème de Riemann, nous allons encore ré- 
soudre la question suivante : 

84 ( * ). Étant donnée une /onction ^ (jb) uni/orme sur toute la sur/ace de 



(^) KoNiGSBERGER, ElUpt, Fu/ict,^ 6" Leç. 
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Riemann ap -l- i fois connexe T, quelle relation^existe-t-U entre les inté- 
grales prises sur tous les chemins qu'il est possible de tracer entre deux 
points fixes sur cette surfiice? 

Comme fonction ^[z)^ on peut prendre, par exemple, soit la fonc- 
tion 5, soit une fonction rationDclle de s et z. On sait déjà que l'intégrale 
de la fonction ^, prise sur un chemin quelconque tracé entre deux 
points sur la surface simplement connexe T', est une fonction uniforme 
du lieu de la variable. 

Soient maintenant /une coupure quelconque, z^ma^nz^ [fig. 42) une 

Fig. 4i. 




courbe d'intégration, tracée entre deux points z^ et 2, , traversant la cou- 
pure /entre les points a et/3. On peut réunir par un trait continu sur la 
surface T', et sans rencontrer lé contour de cette surface, deux points 
a et j3, pris de part et d'autre de l'intersection. L'intégrale uniforme 
correspondant à ces deux points, sur la surface connexe simple T\ se 
composera des intégrales prises le long des trois lignes Zf^ma^ ^PPP, 
^mz; la valeur de cette intégrale est donc supérieure à la valeur de 
celle prise le long de z^moi^nz^^ sur T, d'une quantité exprimée par 
l'intégrale prise le long de la ligne fermée p. D'ailleurs, quel que soit 
le point rs où la ligne ZqZ^ traverse une même coupure, il est clair 
que cette quantité ne changera pas, puisque l'intégrale, prise le long 
du contour complètement fermé app^sqqra, est nulle. 
Donc : 

La valeur de VintégraleJ^[z)dz, prise le long d'un chemin quelconque 
tracé entre deux points sur la surface connexe d'ordre multiple T, se com- 
pose de l'intégrale uniforme^ prise entre ces deux points, relative à la 
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surface connexe simple V et d'un certain nombre d'intégrales des lignes 
continues^ tracées sur J\ qui réunissent deux points infiniment voisins 
pris départ et d'autre de chacune des coupures traversées par le chemin 
d^ intégration. 

Nous allons nous occuper de ces intégrales particulières. 

Des modules de périodicité. 

85. Il est évident que ces intégrales sont des constantes pour chaque 
coupure, puisque la valeur d'une intégrale prise entre deux points sur 
T' est indépendante du chemin tracé entre ces deux points. Reprenons 
la figure précédente, qui nous a servi à déterminer la surface T, et 
supposons d'abord qu'il n'existe aucun point singulier à isoler, tel 
que S (/^. 43). 

Fîg. 43. 




Lorsque le chemin d'intégration traverse une coupure telle que c, 
dans le sens indiqué par la flèche, la constante à ajouter se composera 
de l'intégrale prise le long de la ligne continue formée par les deux 
bords des lignes a,, 6, et c^. Les éléments de cette intégrale se détrui- 
sent; la constante à ajouter est donc nulle. Donc : 

L'intégrale f^{z)dz effectuée sur un chemin qui traverse des coupures 
telles que c, garde la valeur uni/orme quelle a sur la surface T'; en d'au- 
tres termes y cette intégrale^ évaluée sur T', reste continue lorsque le chemin 
d'intégration traverse les coupures c. 
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Lorsque le chemin d'intégration traverse une coupure telle que a, 
dans le sens indiqué par la flèche, on voit sans difficulté que, pour 
avoir la valeur de l'intégrale uniforme sur la surface T', il faut ajouter 
à Tintégrale évaluée le long du chemin tracé sur la surface T une 
constante égale à l'intégrale prise le long du contour b^, soit A4. 
Lorsque la coupure traversée est 6|, cette constante est l'intégrale 
prise le long de a^, soitB,, et ainsi des autres. 

Désignons par A|,6,, A^^B^^? -•• les intégrales prises le long des 
courbes &,, ai, 63, a^, ... dans le sens positif: le nombre de ces inté- 
grales est égal à 2 p. 

De ce qui précède on conclut que : 

vj;(z) étant une fonction uni/orme sur toute retendue de la surface 
connexe T de l^ ordre a p + 1 , l'intégrale w = J ^{z)dz de cette fonction, 
prise le long d^une courbe déterminée tracée entre deux points sur la sur- 
face T, se compose de Vintégrale uniforme correspondant à ces deux 
points sur la surface simplement connexe T', augmentée de multiples 
entiers de certaines quantités déterminées A,, B,, ..., A^^, Bj^ dont le 
nombre est au plus égal au nombre des coupures nécessaires pour transfor- 
mer la surface T en une surface connexe simple. 

L'intégrale w est par conséquent de la forme 

86. Lorsqu'il existe sur la surface un certain nombre de points sin- 
guliers tels que S, isolés par des courbeslimites complètes, les résultats 
précédents doivent être modifiés de la manière suivante : 

Lorsque le chemin d'intégration traverse la coupure bf dans le 
sens indiqué par la flèche, l'intégrale w' doit être augmentée d'une 
constante D, égale à l'intégrale prise dans le sens positif le long du 
contour S; 

Lorsque le chemin d'intégration traverse la coupure C|, la constante 
à ajouter n'est plus nulle comme précédemment : elle est encore égale 

àD,; 

Lorsque le chemin d'intégration traverse les coupures a, ou 6|, la 
constante à ajouter est, suivant la direction, égale à A,, ou a A| — D.. 

En résumé, il faut, pour avoir la forme générale de l'intégrale fv, 
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ajouter encore aux multiples entiers des quantités Â^, B|. ... des mul- 
tiples entiers des quantités D|. 

Problème de Riemann. 

87(*). La question que Riemann s*est proposé de résoudre est 
celle-ci : 

Soit T la surface fermée^ 2p 4- 1 fois connexe ^ de la fonction s de z 

n m 

définie par r équation algébrique F(j,z) = o, e/ soit T la surface simple- 
ment connexe issue de la première à l'aide des 2 p coupures qt , 5^2» • • • » 5^2p • 
on se propose de trouver une fonction (ù de z uniforme sur la surface T, 
continue sur toute V étendue de T', sauf en certains points et le long de 
certaines lignes et de la manière que nous allons définir : 

i" Le long d'une même coupure q, la fonction doit prendre en deux 
points infiniment voisins, départ et d'autre de cette coupure, des valeurs 
dont Ui différence est une constante, soit K^^^ pour la pj^'^^ coupure : 
les parties réelles de ces constantes sont données. 

2° La fonction doit être discontinue en un nombre fini de points 
donnés de la surface T, soient e, , €«• • • • t £v • dans le domaine de chojcun 
de ces points^ en êv par exemple^ elle doit être égale à une expression finie 
de la forme 

dans laquelle Av, By, . . . sont des constantes quelconques données^ et r^ 
est une fonction quelconque de z qui en i^ est infiniment petite du pre- 
mier ordre. 

3^ Par r introduction des points de discontinuité g^, la surface T ces- 
sant d'être fermée^ il faut tracer sur cette surface de nouvelles coupures /y, 
en réunissant y par des lignes continues tracées surT\ tous les points e^ 
pour lesquels Av> o, à un point de la limite totale de T : la fonction w 
doit prendre en deux points infiniment voisins de part et d* autre de cette 
coupure des valeurs dont la différence, constante pour une même coupure, 
est égale à 2inA^. 



(1) Riemann, Abetsch. Funrt., §3. 

i3 
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88. Le principe de Dirichlet permet de résoudre immédiatement cette 
question. On peut toujours, en effet, former une infinité de fonctions 
a -h /3î de X et y satisfaisant aux conditions précédentes, et telles qu'à 
un changement infiniment petit du lieu de la variable correspond un 
changement infiniment petit du même ordre de la fonction a -f- p/. 

Nous remarquerons tout d'abord que la condition imposée à la 
fonction «^ d'être continue sur toute l'étendue de T' exige que les 
coefficients Av satisfassent à la relation 2Av = o. En effet, par hypo- 
thèse, tous les points g^ ont été réunis par des coupures l^ à un point 
quelconque A de la limite totale de T', ou plus généralement a un 

Fîg. .^4. 




point quelconque de T; et il faut que, partant de A avec une valeur 
déterminée de la fonction w, on revienne en ce point avec la même 
valeur, après avoir parcouru un circuit contenant toutes les lignes/. On 
peut remplacer ce circuit par une somme de contours élémentaires, dont 
chacun n'embrasse qu'un point e^. Après chacun de ces contours, la 
valeur de la fonction est augmentée au point A de 2i7t Av; après que 
la variable les aura parcourus tous, l'augmentation est égale à 2in2,A^ : 
donc il faut que 2 Av = o. 

Parmi ces fonctions a-^ ^i, on peut toujours en concevoir une telle 
que l'intégrale 

étendue à la surface T tout entière garde une valeur finie. Il suffit pour 
cela de remarquer que, dans l'entourage des points où cette fonction 
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est infinie, elle est égale à des fonctions fv('*v) ^^ ^ qui» p^i* définition, 
satisfont aux relations 

dx dy ' dy dx ~" 

Ue plus, on peut supposer que -r-^ j-> y-> j-, sont continus d un 

bord à l'autre des coupures q et /, puisque la différence des valeurs 
de la fonction a -+- ^i de part et d'autre d'une même coupure est une 
constante. 

La fonction a -h ]3/ ayant été ainsi obtenue, on peut la transformer 
en une fonction w de z = x-\- iy par la soustraction d'une fonction jjl -h vi 
de a: et j qui est partout continue dans T' (n^ 90) et dont les modules 
de périodicité sont purement imaginaires : son expression est 
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="->-X"[(l-5!h-(|-^H-~-'-l- 



La fonction tz + zV satisfait à toutes les conditions que nous avons 
énumérées, et il en est de même de la fonction uh-ïV-}-C + /C. 
C-hiC étant une constante arbitraire; donc la forme la plus générale 
de w est 



0) 



— {u-\-Ç.)-\-i 



■!^*-/'[(l-^)--(^-5^H!- 



et cette fonction peut être soumise à la condition d'avoir une valeur 
donnée en un point donné. 

89. // n existe pas d'autre fonction co satisfaisant aux conditions du 
problème et ayant une valeur donnée en un point donné près. 

Supposons qu'il existe deux pareilles fonctions, soient a -h iV, w, H-«V, 
qui, en un point donné, aient une valeur donnée. La fonction 

( M -h iV) — ( M, -h iVi ) =^ m' -h iv' 

est continue dans toute l'étendue de T' et reste finie aux points Sv^ 
le long d'une même coupure q, elle prend de part et d'autre de cette 
coupure des valeurs dont la différence est une constante purement ima- 
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ginaire; elle est nulle en un point donné. Si donc on effectue tout le 

long du conlouri' de T l'intégrale fu'di^\ on aura, en désignant par 

+ -f- — 

mV et mV les valeurs de u' et r' sur le bord positif et le bord négatif • 

de chaque coupure </ 



Ç u'dv'— fiu'dv'^ u'd?) = o, 



puisque u' = u' et que v' — v' =^ consi. La fonction u'-f-iV est donc 
constante sur toute l'étendue de T, et, comme elle est nulle en un point, 
elle est nulle sur toute l'étendue. 

90. Remarque. — Nous avons affirmé que la fonction (i-hvi était 
partout continue sur la surface T'; en général, ainsi que nous l'avons 
vu à propos du principe de Dirichlet, elle peut avoir des disconti- 
nuités ponctuelles, mais qui ne peuvent être que de première espèce : 
nous savons qu'une fonction delà variable complexe z ne peut pas être 
aflectée de pareilles discontinuités (n^56); or a+(3i est discontinue 
comme une fonction de z : donc la différence des deux fonctions u + w 
et a-f-|3«, c'est-à-dire fx-f-vi, ne peut être discontinue que comme 
une fonction de z; donc fx -+- vi, qui ne peut pas être affecté de discon- 
tinuités de deuxième espèce, est une fonction finie et continue sur 
toute l'étendue de T'. 

91. En résumé, une fonction de z est complètement déterminée a 
une constante additive près sur la surface T, lorsqu'on l'assujettit aux 
conditions suivantes : i*' d'être partout continue dans l'intérieur de T', 
sauf en des points isolés; 2^ d'être, en ces points donnés, discontinue 
comme des fonctions données de z; 3® d'avoir des modules de pério- 
dicité dont les parties réelles sont données. 

92. Nous allons considérer successivement quatre espèces de fonc- 
tions co : 

i^ Celles qui sont finies et continues sur toute l'étendue de la surface 
simplement connexe T' : intégrales de première espèce; 

2® Celles qui sont infinies du premier ordre en un seul point de T' : 
intégrales de deuxième espèce; 
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3"^ Celles qui sont infinies logarithmiquement en deux points de T' : 
intégrales de troisième espèce; 

4^ Celles dont tous les modules de périodicité sont nuls : fonctions 
algébriques. 

Nous montrerons comment, à l'aide d*un certain nombre d'entre elles, 
on peut obtenir toutes les autres. 

V Fonctions (o finies et continues sur toute l'étendue de T'. 

Intégrales de première espèce. 

93 (*). De pareilles fonctions sont définies par les parties réelles de 
leurs modules de périodicité. Nous désignerons, en général, ces fonc- 
tions par la lettre (v, que nous affecterons d'un indice quand il s'agira 
d'une fonction particulière. 

Soit K^"^ = A^^^ -h iF^ le module de périodicité relatif à la v'*"* cou- 
pure; la fonction w est définie par les constantes réelles h^*K h^K . . ., 

On peut trouver p fonctions w linéairement indépendantes. 

Admettons qu'on en ait pu trouver (jl, soient w^,, w^^ ..., «^n, t^ étant 
plus petit que p; nous allons montrer qu'on peut former une /x -h i**"* 
fonction w linéairement indépendante des précédentes. Une fonction 
linéaire des fx fonctions fv,, sv^y •••» «^i^est de la forme 

tv =: a, tVi -h «jiVj H- . . . -f- OL^iVy, H- COnst., 

oLi étant une constante de la forme y, -H idi\ les modules de périodicité 
de cette fonction sont 

KW^a,K\^>-ha,K5)H-...H-(x^Kj:> (v = i, 2, . . ., 2p); 

les parties réelles de ces modules de périodicité ont pour expression 
Il existe donc sp équations entre les 2 /x grandeurs Y^e^f, y, d,, ..., 

( ^ ) RiEMANN, AbelscL Funct,, § 4. 
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Y^à^; en éliminant ces 2[i quantités, il reste ap — 2jx équations de 
condition entre les Af''\ A'/ et /J'' qui devront être identiquement satis- 
faites si w est une fonction linéaire des fi fonctions m^<, .,., w^. 
Il est toujours possible de choisir les A^^^ de manière que ces 
conditions ne se trouvent pas vérifiées, lorsque fx est <Cp- On peut 
donc former de la sorte p fondions mp^,, (Va ç^^ linéairement in- 
dépendantes. 

94. Réciproquement^ toute fonction w est une fonction linéaire de 
}^ fonctions particulières «p^, , sv^* . . ., «^p linéairement indépendantes. 

En d'autres termes, on peut toujours déterminer les ap grandeurs 
réelles 7,(^1, 72^2» • • •> 7pSp de manière à satisfaire aux 2p équations 

(I) ^(v)^Y,/i(v._Sj/(;.4-Y,/i(v)_8,/j) + ...4^Yp/i;;'_8p/iJ) (v==i,...,2p), 

quelles que soient les grandeurs réelles données h^^\ . . ., A^^p> qui défi^ 
nissent la fonction w, La question revient donc à démontrer que le 
déterminant des équations (1) est nécessairement différent de zéro. Or, 
par hypothèse, les fonctions iV|, w^^ ..., w^ sont linéairement indé- 
pendantes; et, si ce déterminant était nul, les 2p équations 

o = -Yi Aï^ - 81 /j) + . . . -h -i^h';' - ^^t;^ (v = 1, 2, . . ., ap) 

pourraient être satisfaites par des valeurs de 7 et ^non simultanément 
nulles. Ces valeurs déterminent une fonction o) dont tous les h sont 
nuls, c'cst-k-dira une constante, ainsi qu'il résulte de la proposition 
suivante; donc les p fonctions {v^ ne seraient pas linéairement indé- 
pendantes. 

95. Lorsque les parties réelles des modules de périodicité qui définissent 
une fonction w sont niUles, cette fonction est une constante. 

Soit«^ = u-Jriv cette fonction : effectuons l'intégrale / a rft' tout le 
long du contour 2 de la surface T' : on aura 



j ud\' :=: I u dv — u d{\ 



-f- -1- - 

Or, par hypothèse, u — u = o, et, comme v — (^ = const., on en dé- 
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cluit que l'intégrale précédente est identiquement nulle, et, par suite, 
que u -H iV est une constante (n^ 43). 

Expression analytique des intégrales de première espèce. 

96 (*). Nous allons montrer que toute fonction m^ est l'intégrale d'une 
certaine fonction rationnelle de^etjs. 

w est, par hypothèse, une fonction de z partout finie sur l'étendue T : 

donc sa dérivée -7- sera finie et continue sur toute l'étendue de T, sauf 

CIZ 

aux points critiques. 

En un point de ramification de l'ordre p — i pour lequel 2 =r/S et 
w= oLyX'à fonction w peut être mise sous la forme 



«'-^ = (^-?)n/o^-/i(^-P)^ + /î(--P)'^-H...J. 



Donc 



sera nulle ou infinie en ce point, suivant que q sera plus grand ou 
plus petit que ^. De plus, au points = 00 supposé non de ramification 

-p est infiniment petit du second ordre. 

Réciproquement, lorsqu'une fonction de z est finie et continue sur 
toute l'étendue de T, sauf aux points de ramification où elle est repré- 
sentée par un développement tel que (i) et où elle peut être infinie; 
lorsque, en outre, elle est infiniment petite du second ordre pour 
3 =x) , l'intégrale de cette fonction restera finie et continue sur toute 
l'étendue de T. Donc, si l'on peut former des expressions rationnelles 
de 5 et z, fonctions linéaires de p constantes arbitraires, jouissant de 
ces pro|)riétés, on en conclura que toute fonction w peut être regardée 
comme l'intégrale d'une fonction rationnelle de s et z. 

Ce problème est traité en détail dans le livre de M. Briot sur les 

( » ) RiEMANN, Abelsch, Punct., § 9. 
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fonctions abélieDnes : je ne ferai qu'en rappeler succinctement la 
démonstration. 

97. Considérons une expression de la forme 

n— t m— î 
?( ^> -g ) 

ÔF 
ds 

Construisons le polygone de M. Puiseux relatif au point critique s = u, 

z = ^, et soit C/ le côté relatif à un point de ramification de l'ordre/?/— i. 

/il? 
Dans l'entourage de ce point, la fonction^ contient le facteur 

OÙ a,, bj, /?,, qi ont la signification que nous leur avons donnée au n°73. 
Développons la fonction (p autour du point s = oc, z = ^ 

, = ,(,.»+(4)^(.-.)+(^)__(=-P) 



Nous pouvons supposer que chaque terme de ce développement 

- ' 3< correspond au point du réseau des nombres entiers (c,-, rf,) : 

cherchons la puissance de z — ]S que ç contiendra en facteur quand 
on posera 

il faut, à partir du point 0, faire promener dansTangle sOz une droite 
parallèle à C, jusqu'à ce qu'elle rencontre un ou plusieurs points figu- 
ratifs du développement de ç» ; soit (c^, di) un de ces points. <p contiendra 

le facteur {z — jS) f' ; ei, par suite, ^ \l^ contiendra le facteur 

Pi idj —i*i)-*- qi {Ci - /»i -»- Il 
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Pour que l'intégrale / ^—^ds soit finie et coniinue dans l'eniou- 
rnge du point de ramification considéré, il faut, par conséquent, que 

pA'lf— b,)-hq,(ci — ai + . , ^ o 
Pi 

OU que 

(:n /Mrf. - i, + 1) + 7/(c, - «:■ + 1) > o. 

Considérons le polygone 6 {_fig. 45) dont les côtés sont parallèles à 
ceux du polygone T et qui passe par tous les points du réseau, tels que 



7„ dont les coordonnées sont a,- — i et i,— i. Tous les ternies du déve- 
loppement de ^ figurés par les points situés au-dessus et sur la ligne 
polygonale 6 doivent être nuls. En effet, soient c,- et c, deux points con- 
sécutifs du réseau sur le côté C,-, yt et y\ les points correspondants sur 
le côté r, ; il est d'abord évident que tous les termes du développement 
figurés par les points situés dans les rectangles ayant pour sommets les 
points •/(■.^J, ... tels que (y,-,a,— 1,0, 6, — i) ou sur les côtés de ces 
rectangles doivent être nuls, car, pour tous ces points, l'expression 
(3) est négative ou égale à zéro. Il suffit donc de montrer qu'il en est de 
même pour tout point situé à l'intérieur des triangles tels que (7,'C^vl] 
ou sur tes côtés de ces triangles. Remarquons qu'un pareil triangle a 
pour côtés y,- et/?/; en posant 
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il faut, pour que l'inégalité (3) soit satisfaite, que 



^'>'-?/, 



' 



c'est-à-dire que le point (c/, rf/) se trouve en dessous de T/. 

Pour compter le nombre des points du réseau qui se trouvent au- 
dessus et sur la ligne 9, nous remarquerons d'abord que le nombre 
des points situés au-dessus de la ligne T, en comprenant ceux situés 
sur Taxe des z et sur l'axe des s, est égal à la somme des carrés qui sont 
tout entiers au-dessus deT» c'est-à-dire à N"", augmentée de /et de t et 
diminuée de 2^/, 

D'ailleurs, chaque ligne telle que Ti[fig. 46) retranche du rectangle 




qui a pour diagonale c/ et pour côtés pi et qi un nombre de sommets 
égalà/>,4-y, — I. 
Donc le nombre cherché est égal à 

C'est le nombre des relations linéaires homogènes auxquelles doivent 
satisfaire les coefficients de la fonction ^ , pour qu'au point critique 

(f = a, z = /3) la fonction 

soit finie et continue. 

Le nombre total des conditions imposées à ces coefficients est donc 
égalà2N"=r, ce que l'on exprime en disant que la fonction 9 doit 
s'antiuler aux ir points [s^z) de ramification d'ordre zéro. 

Or la fonction y contient (/i — i)(m — i) coefficients; donc elle 
contient (m— i)(/i — i) — r= p coefficients arbitraires. Cette fonction 
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peut par conséquent être mise sous la forme 

OÙ 7i»?2» •••» ?p sont des fonctions particulières 9 dont aucune n'est 
une fonction linéaire des autres. 

D'ailleurs X- est, pourj3 = oo infiniment petit, du second ordre; par 

z 

suite, toute fonction ^ peut être mise sous la forme 

"* F' "^ "« ïF "*~ " ' "*" *P t^ ' 

et toute fonction mp' peut être regardée comme l'intégrale d*uue fonc- 
tion rationnelle de 5 et z de la forme 



"•="/f1 -^"'/f;-^ ••• + "'/ i! 



Relation entre les périodes de deux intégrales de première espèce. 

98(*). Soient toujours w'i.Wj. ..., tVp p fonctions ^indépendantes, 
au moyen desquelles s'expriment toutes les autres. Désignons par A|;" le 

Fîg. 47- 




• •• • :>-y^ 



V\ /// J/J 



«. -•. 



module.de périodicité de w^ à la coupure Ov, et par B|,'' le module de 
périodicité de w^ à la coupure b^. L'intégrale / w^dw^», étendue à la 
limite totale de la surface T', est évidemment nulle, parce que la fonc- 



(») RiBMANN, Jbelsvh, Funct., § 20. 
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lion îi'M-^'est finie et contÎDue dans toute l'étendue de T, sauf en 
certains points de ranriification, et nous avons vu qu'autour de ces 

points -^ est de la forme 

Pour effectuer cette intégration» on parcourt chacune des lignes a et 
h deux fois en sens contraire. Cette intégrale est donc la somme de 

toutes les intégrales / {w^—w^)dw^f, étendues à toutes les lignes a 

et b. Or les lignes b conduisent du côté positif au côté négatif des 
lignes a, et les lignes a conduisent du côté négatif au côté positif 
des lignes b. L'intégrale étendue à la ligne o^ est» par conséquent, 

et l'intégrale étendue à la ligne b est 



/» 



;:»rf.iy=— Bï:'Aj:-'. 



L'intégrale / (v'^</Hy, étendue à la limite totale de T' suivie dans le 
sens positif est donc 

J(a;'"b|:.'-b;"a.;;'). 

et cette somme est égale à zéro. Cette relation a lieu entre les mo- 
dules de périodicité des fonctions ff^i, ...» f^p prises deux à deux, ce qui 

fournit en tout ^^"~^ relations entre ces grandeurs. 



I .2 



99 ( ' ). w étant une intégrale de première espèce^ A^"^ = «v -h yv* son 

module de périodicité à la coupure «y» B^^^ = /3vH- à^ison module depério- 

p 

dicité à la coupure 6^» ^ somme y («v^v— jS^^v) ^^ toujours positive. 



(*) RiEMANN, Abelsch. Funct,, § 21. 
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Posons TV ~ fjL 4- v£. En verlu d'un théorème appliqué bien des fois, 



on a 



/[( 



i?)'Hi)":i-=x^- 



L'intégrale / [^^v, étant étendue à toute la limite de T', est égale à 

la somme des intégrales / ([a — [jt.)û?v relatives aux lignes a et b. L'in- 
tégrale étendue à la ligne Oy est 



«v 



/ é/v=a^o^; 



l'intégrale étendue à la ligne b^ est 
et, par suite, 

ii(ê)'-(i)']-=i<-^-'"-' 

i 
est une somme toujours positive. 

Des intégrales normales de première espèce. 

100(M. On peut toujours choisir pour les intégrales vv,,...,«^„, 
p intégrales <^,, e/j* • • » ^p telles que le module de périodicité A!," ilc u 
à la coupure a^ soit égal à ni, et que les modules de périodicité aux 
autres coupures a soient nuls. Tous les autres modules de périodicité 
relatifs aux coupures 6, tels que B|;' pour la coupure 6^» sont alors dé- 
terminés; et Ton reconnaît facilement, en verlu des propositions pré- 
cédentes, qu'on a BJ?^ = B[i*\ Ces intégrales ont reçu le nom ^'intégrales 
normales, et Ton désigne les modules B^J' par la notation a^^f = a^'^. 



(») RiEMANN, Abvhch, Funct.y § 18. 
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2"" Fonctions (» assujetties à être finies et continues sur toute retendue 
de T', sauf en un point isolé où elles doivent être infinies du premier 
ordre. Intégrales de deuxième espèce. 

101(*). Une pareille fonction est délernf)inée, h une constante ad- 
dilive près» par les parties réelles de ses modules de périodicité, par 
le points où elle esl infinie et par une fonction <p^ [z — z^) = Bo{z — z^y* 
infinie de premier ordre en ce point. En désignant par t^^^[e) une fonc- 
tion particulière satisfaisant à ces conditions, on reconnaît, comme 
pour les intégrales de première espèce,, que toutes les fonctions qui, au 
p:)intÊ, sont infinies comme une fonction donnée B (2 — 2o)"~*> sont de 
la forme 

^(s) = p^(0^(6) -hai«r, H- «jtri-t-. . .-Hapti'p-h const. 

ou, en employant les intégrales normales u, 

t{t) =^ pr®>(e) H-aiMi-f- a,M,-f-. . .-+- 3tpf/p4- COIlSt. 

Intégrales normales de deuxième espèce* 

102. Désignons par Tjti, taj» ■ . .. t^p les modules de périodicité d'une 
fonction /(e^) aux p coupures a,, a^. . . ., flp. Si Ton pose 

Le module de périodicité t^ de la fonction /' à la coupure a^, sera 
donnée par l'équation 

donc r^^= o. 

Ainsi, étant donnés un point h^ et la fonction Bm{z — zj^y^ relative à 
ce point, il est toujours possible d'obtenir une intégrale de deuxième 
espèce ^(s^)» dont les modules de périodicité soient nuls à toutes 
les coupures (a). Une pareille intégrale est l'intégrale normale de 
deuxième espèce, relative au point e^^ et au coefficient B^. 



( » ) RiEMANN, Abelsch. Fttncf.y § 4. 
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s*" Fonctions o) assujetties à être finies et continues sur toute Tétendue de 
T, sauf en deux points donnés où elles doivent être infinies logarith- 
miquement. Intégrales de troisième espèce. 

103. Une pareille fonction esl déterminée par les parties réelles de 
ses modules de périodicité, par les deux points £« (^i,2|), £2 (^2>^2)> où 
elle doit être infinie, et par deux fonctions de la forme 

A,Iog(;: — 5,), A,log(^ — ^,). 

où A, et A3 sont deux coefficients satisfaisant à la relation 

Al -h Aj:=:0. 

Posons A, = — A2= I et soit cj^(s,,S2) tine fonction particulière satis- 
faisant à ces conditions; toutes les autres fonctions tsr(£,,62) sont de 
la forme 

©(s,, £,) rr: ra(®J(£,,e,) -H «i»', -h a, «',-!-. . .-4- apii'p-l- COnSt. 

On démontrerait, comme précédemment, qu'il existe des intégrales 
normales de troisième espèce, c'est-à-dire des intégrales dont les modules 
de périodicité sont nuls à toutes les coupures (a). 

Expression analytique des intégrales de deuxième et de troisième espèce, 

104. En suivant un procédé analogue à celui qui a été employé 
pour les intégrales de première espèce, on démontre que toute inté- 
grale de deuxième et de troisième espèce peut être mise sous la forme 

n \ m \ 




^ as 



Le rapport des constantes a, b, c est déterminé de manière que 
as-^bz-hc soit intiniment petit du premier ordre en deux points 
donnés £|, £3 de la surface T, ou infiniment petit du second ordre en un 
point donné £ de la surface T. En se bornant au cas des intégrales de 
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deuxième espèce, on voit que la fonction as -h bz -{- c s'annule encore 
en /w -t- /i — 2 autres poinls de la surface T : on délermine la fonc- 
tion ^ de manière qu'elle s'annule en ces tw -h /i — 2 points, diflerenls 
de £, et aux 2r poinls de ramification d'ordre zéro. Ces conditions étant 
satisfaites, la fonction i comprendra encore 

constantes arbitraires. Si l'on désigne par ^o»+m •••♦+? P "^ ^ fonc- 
tions ^ linéairement indépendantes, la forme la plus générale de la 
fonction f^ sera 

n-l w-l 

et aussi 

n—i m 1 

4/( Sy z ) = ao'^o-h (as-hbz ~h c) («i«?i -f- «i?i -h. . .-H^p^p). 

i05. Les dérivées des fonctions «r, par rapport aux z des points de 
discontinuité^ sont des intégrales de deuxième espèce. 

Nous supposerons que les points g ne sont pas de ramification et ne 
sont pas à l'infini. 

Considérons une fonction t7(£|,£2), définie par les points £< et e^, 
les parties réelles de ses modules de périodicité et sa valeur en un 
point donné. Déplaçons le point e,, les autres conditions ne changeant 
pas, et soit t^[s\^z\) ce nouveau point. 

Autour du point e« , et pour une valeur déterminée de s et z, on a 

■ 

et, autour du point t^, 

9 désignant une fonction uniforme et continue de z^ dans l'entourage 
des points e,, e',. Par suite, 

?(-,) = t(-i)-h(-i--i) 57 "^^"*""''*^* d^ "^••* 
et la différence ^{^^$^2) ^^{^\*^2) se réduit à 
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dans l'entourage de ces points, augmenté d'un terme qui contiendra 
en facteur {z\ — z^) 

Au point Ê2» ^(^'Êj) et i7(e,,£a) sont infinis comme log(js — Sg); 
donc, la différence est une fonction finie et continue de 5 et :; qui 
contient en facteur {z\ — z^). D'ailleurs, cette différence est nulle en 
un point donné et les parties réelles de ses modules de périodicité sont 
nulles. 

De tout ce qui précède, on conclut, en passant à la limite, que 

^^^^'^ est une intégrale de deuxième espèce qui, au point e,, est 
infinie comme 



Réciproquement, soit /(e,) une fonction (ù infinie en £, comme ;: — - 
qui est par conséquent autour du point Zy de la forme 



où f^{z) désigne une fonction finie et continue dont les coefficients 
dépendent de 5, et jz,. Si Ton suppose que le point 2, parcourt une 

ligne quelconque tracée entre deux points £3, e,, Tintégrale / /(e, ) dz^ 

représentera une fonction qu4, en ces deux points, sera infinie 
comme log(2 — z^) et — log(:: — ^3) » ^^ restera partout ailleurs 
finie et continue sur toute Tétendue de T'; elle est donc égale à une 
fonction zs[i^, gg). 

De la même manière, on voit que, en différcntiant successivement 
n fois une fonction /(e^ ) par rapport à z, , on obtiendra une fonction (», 
qui, en e,, sera infinie comme /i!(2 — s, )-"""*, et restera partout ailleurs 
finie et continue. 
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A"" Fonctions cd dont les modules de périodicité sont nuls et qui sont en 
m' points donnés & infinies du premier ordre. Fonctions algébriques. 

106(*). L'expression générale d'une fonction w, qui, en m' poinis 
de la surface T, 61(^1,-,), £2(52,22), ..., ^m'i^m'^^m')* est infiniment 
grande du premier ordre, est, d'après c<î qui précède, 

t;=:P,^i-hP3^-+-- • •-+- ?/»' ^/w' H- «iW'i H- «««'«■+-• • .-+- ap^VpH-COnSt., 

OÙ t^ désigne une fonction quelconque /(e^) et où les grandeurs a et jS 
sont des constantes arbitraires. Si p des m' poinis e se confondaient en 
un même point yj de la surface T, on remplacerait les p fonctions / 
correspondant à ces poinis par une fonction t{r}) et ses p — i pre- 
mières dérivées par rapport aux z du point de discontinuité v?. 

Pour que tous les modules de périodicité s'annulenl, les conslanles 
a et |3 devront satisfaire aux 2p équations de condition 

où tJ;^ désigne le module de périodicité de t^ k la v*^"® coupure et k^^^ le 
module de périodicité de ç^^ à la v'^™* coupure. 
Nous désignerons par.v' les fonctions w qui satisfont à ces conditions. 

Proposition I. 

Toute fonction s' est la racine d'une équation algébrique du n'^'"*" degré 
en s' et dont les coefficients sont des fonctions entières du m''^"'*" degré 



en 



*a • 



107. Désignons pari>^, 5'^, ...,^^, lesw valeurs que prend lat'onclion s' 
pour une même valeur de 2, et soil a un paramèlre arbitraire. 

L'expression (c- -5'.), ((7 — yj (^ — ^«) représentera une fonc- 
tion uniforme de z sur le plan des z, parce que ce produit est composé 
de fonctions symétriques <ies\,s[,, ...,s„. Si au poinl £, non de rami- 
fication la valeur correspondante de s\ soit s'^ , est infinie du a**'"'"' ordre, 
(:; _ z.ys- et aussi {z — Zifia — s'^) auront une valeur finie el dillé- 



(») RiEMANN, Abclsch. Funct., § 5. 
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renie de zéro. Si le point e, est un point de ramification de l'ordre /x 
autour duquel se permutent les fx 4- i racines s\, s.^, .. , 5|,^j, les fonc- 

n a 

lions (- — ^.j'''^'^^, . ,., (z — js//'^*s|,^.i, et, par suite, les fonctions 



" a 



(z — ZjY^^{(7 — s\), .... [z — z^y-^^lc — s^_^_^) auront pour z = z^ des 
valeurs finies différentes de zéro ; il en sera de même, par conséquent, 
du produit 

a désignant le nombre total des points £ qui tombent au même point 
de la surface T. La fonction 

(\) (z-z,)-{z-z,)^.,.{z-Ziy{a-^s\)(<i-s',).,,{<j-s,), 

I 

OÙ a -h 6 -f- ... -h / = m', est, par suite, une fonction uniforme de z qui 
reste finie pour toutes les valeurs finies de z. D'ailleurs, en supposant 
que tous les points e soient dans le fini, {(^ — s\){(7 -— s^), ..(c — ^^J est 
fini pour z = x> ; donc la fonction (A) est infinie de Tordre m' et est, 
par suite, une fonction entière du degré m' en z de la forme 



n ni 



?o(-)^" -^ ?1 (-)'""* +.---^?/i-l(-)^ + ?«(-) = F, ((1,-3). 

Cette fonction s*annule pour (7 = ^'; par conséquent, ^' est bien racine 
d'une équation algébrique du degré n en 5' et du degré m eu z 



n m 



¥i{s',z)—o. 

108. La fonction F, est irréductible ou la puissance d'une fonction 
irréductible, c'est-à-dire non décomposable en un produit de fonctions 
entières de s' et z. 

Je commencerai par rappeler la proposition suivante : 

Lorsqu'une fonction de z uniforme sur une surface connexe de Riemann 
est constante sur une portion finie de cette surface ou sur une portion finie 
de ligne, quelque petite que soit T étendue considérée, la fonction est con- 
stante sur toute la surface. 

Cela posé, supposons que la fonction /f( a, z) soit un facteur rationnel 
entier de la fonction F, (c, c). Si l'on pose a = s\ cette fonction doit 
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s'annuler pour quelques-unes des racines/,,/^, .. .» j),, sur une certaine 
portion de la surface; d'ailleurs c'esl une fonction uniforme de z sur 
la surface T, puisqu'elle est entière par rapport à z, entière par rap- 
port a s, et que, par suite, elle reprend la même valeur lorsque z, 
après avoir décrit un contour quelconque sur T, s reprend la même 
valeur. Donc cette fonction /< ((7, z) est nulle sur toute l'étendue de 
la surface T. Il en serait de même de tout autre facteur irréductible de 
F, {s\ z). Mais deux pareils facteurs ne s'annulent en même temps que 
pour un nombre fini de valeurs [s\z)^ à moins que l'un ne soit égal 
au produit de l'autre par un facteur constant. Donc Fj est une fonction 
irréductible ou la puissance d'une fonction irréductible. 

109. Lorsque l'exposant v de cette puissance est > i, la surface 
de Riemann de la fonction s' n'est plus représentée par la surface T, 

mais par une surface étendue - fois sur le plan, c'est-à-dire à - feuillets 

et sur laquelle la surface Test étendue partout v fois. 

Considérons, par exemple, la surface T définie par l'équation 

n m 

F(5*, z)=o et la fonction 5' = Q[s^yz). Pour une valeur donnée de 
z = zi les racines sont j|, 53, ... 5„, — 5,, — ^j, . .., — s„ et les valeurs 

i « 

correspondantes de la fonction s' sont s\, s[^ s„, s\, s.^, s„. Cette 
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fonction /estdoncla racined'uneéquation carré parfait [/(5',z)]^ = o. 

La surface de Riemann de cette fonction est à - feuillets, et la surface 

2 

de Riemann T de 5 est étendue deux fois sur la surface 0. 

Danscecas^/peutétreconsidéré comme une fonction ramifiée comme 
s, mais réciproquement s ne peut pas être considéré comme une fonc- 
tion ramifiée comme s\ 

De ce qui précède résulte le théorème suivant : 

liO. Théorème. — Toutes les fonctions w sont des fonctions algé- 
briques de z, ramifiées comme s, ou tes intégrales de pareilles fonctions. 

Nous venons de voir que les fondions s' sont des fonctions algé- 
briques de z ramifiées comme s. Si nous considérons maintenant une 
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fonction quelconque w affectée de modules de périodicité, c'esl-à-dire 

uniforme seulement sur T', sa dérivée -^^ sera une fonction, telle que 

5', uniformesur toute l'étendue de T. Elle prend en effet la même valeur 
sur les deux bords des coupures q et Z; elle ne peut être infinie qu'aux 
points où co est infini, et aux points de ramification; elle est partout 
ailleurs finie et continue, puisque la dérivée d'une fonction restant 
uniforme et finie est également uniforme et finie. Donc toutes les fonc- 
tions 10 sont bien des fonctions algébriques de z, ramifiées comme s, 
ou les intégrales de pareilles (onctions. 

Proposition lï. 

Toute fonction s\ cest-à-dire toute fonction algébrique de z, 
ramifiée comme 5, est une fonction rationnelle de s et z, 

111. La démonstration de cette proposition résulte immédiatement 
de ce qui précède. On en trouvera le développement dans l'Ouvrage de 
M. Briot sur les fonctions abéliennes (Briot, Fond. abéL, note B). 
Elle repose sur ce que les sommes 

^l^', -h^j^-h. . .-f-5>^ = P/ (£1=0, I, 2, . . .,/l — l) 

étant uniformes et continues sur le plan des z, sauf en un nombre fini 
de pôles, sont des fonctions rationnelles de z. 

Détermination du nombre des constantes arbitraires 

que contient la fonction s'. 

112. Cet important problème n'a pas été résolu complètement par 
Riemann; c'estàM.Rocb qu'on en doit la solution précise et le /Aebrewe 
de Riemann-Roch a été la base de nombreux et importants travaux rela- 
tifs à la transformation dus, à MM. Brill; Nôther, Clebsch, etc. 

Nous avons vu (n** 106) que l'expression la plus générale d'une fonc- 
lion s\ qui en m' points s est infinie du premier ordre, est 

(A) .ç' = pi^, -h Pi/jH-. . .-+- Pm'^«'+ a,(^i-f- ajtrj-h. . . -f- a^HP'^ -h COnst., 



(») RiEMANN, Abelsch. Fiinct,, § 8. 



où les jS et a désignent m! 
équations de condition 
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p constantes qui doivent satisfaire aux 2|] 



(B) o = P,tY- -h Pî'';' -H. . . -h Pm'^m'-H aiA'ï' H-. . .-h apA'p 



vl 



(v — I,.. ., 2p). 



i«/n'^p-i-i : si ces 2p équations sont indépendantes, m' — p-hi 
des constantes a et j3 seront arbitraires, et la fonction s pourra être 
considérée comme une expression linéaire de m — p fonctions dont 
chacune est infinie du premier ordre seulement pour p -f- i valeurs de 
:;. On pourra en effet donner à s' la forme 



1 



tt' 



iv, 



1 = 1, l m' — p 



k\'^ k\' 



«'p 

/4ll 
Ap 



*1 



^(1) 



*p+i 

•p-M 



yj-cip) X-(*P' 



/.fip) 

Ap 



r'îP) 



"P 



.(IP) 
'P-Hi 



const 



2^ /w' < p 4- 1 : supposons toujours que les2p équations soient indé- 
pendanles; la fonction s' ne contient plus de constante arbitraire, et 
les m' points où elle est infinie ne peuvent pas être pris arbitrairement. 

Mais lorsque les 2 p équations (B) ne sont pas indépendantes, la fonc- 
tion s' pourra contenir des constantes arbitraires dans le cas où 
/7i'< p -h I et elle en contiendra un nombre supérieur à /w' — p + 1 
dans le cas où m' est ^ p 4- 1 . 

113. Pour reconnaître si les 2p équations (B) sont ou né sont pas 
indépendantes, M. Boch procède de la manière suivante : 

Nous pouvons supposer que les intégrales w soient les intégrales 
normales de première espèce définies par 



__ r?\{s,^)ciz 



"H 



F, 



• > 



"-=/ 



?p(S ^)^ 
F 



L'intégrale u^ a le module de périodicité ;r/ à la coupure (a^.), le mo- 
dule de périodicité zéro aux p — i coupures restantes (a), et le module 
de périodicité a^^ à la coupure [b^). Dans le voisinage du point e^t, la 
fonction u^ peut être développée suivant les puissances de (7,,= z — Zf, 



u. 



Ak) 



w,.(£;t) + <'crA + ^^^^'ŒÎ. 



Et, en général, si l'on suppose que les points ê<, .. ., c;„ ne sont pas des 
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points de ramification et ne sont pas à Tinfini, on a 



^(k) _ ^^A^ky^k) 



(C) .** ~ d¥{s,,z,) 

àsk 

Nous pouvons supposer aussi que les intégrales / sont des intégrales 
normales de deuxième espèce, c'est-à-dire que leurs modules de pério- 
dicité s*annulent aux p coupures (a). 

L'expression de 5' devient alors 

{ D) s' = pit\ H- p,^', -h. . .4- Pw'C'-+- «i^i -h a,Wj-t-. . .-hapWp-hconsl. 

Cela posé, p des 2p équations (B) [celles qui sont relatives aux cou- 
pures (a)] se réduisent à 

qui donnent a< = «2 = . .. = ap = o;etil reste encore p antres équations 
dans lesquelles entrent les constantes^, et qui expriment que les mo- 
dules de périodicité de la fonctions' aux coupures (6) sont nulles. Nous 
allons former ces équations. 

Au lieu de la fonction s\ considérons d'abord plus généralement une 
fonction v quelconque (n^ 106) qui est infiniment grande du premier 
ordre aux m' points e. Désignons par A^ et B^. les modules de périodicité 

de celte fonction aux coupures a^ et b^- L'intégrale j u^d{% étendue 

a la limite de la surface T', est égale à la somme des intégrales 
effectuées autour des points e. En procédant comme au n^ 98, on 

trouve que l'intégrale / u^dç, étendue à la limite de la surface T', 

a pour expression la somme des intégrales j [u^-- //p^jc/t^ étendues aux 

lignes (a) et (b). Par suite, en tenant compte de l'expression 
de ç' (n** 106) et des expressions (C), on obtient 

v:=l,...,p k^i,.. .m' 

en supposant toujours que les points £ ne sont pas de ramification ni 
à l'infini. 
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Revenons mainlenant à la fonclion s définie par l'expression (D). 
Les p équations, qui expriment que les modules de périodicité de la 
fonction s' aux coupures [b] sont nulles, deviennent, puisque les 
modules de périodicité A sont nuis. 



i 



A — 1 , . . . i/n* 



dsk 



— O (|X=I,2, ..., p). 



On conclut de là que, des m' coefficients |S, m' — p -f- y seront arbi- 
traires, si tous les déterminants d'ordre p — y -i- i 



?i(5i-i) ?i(^î-î) 



?l(V7-p-9) ^\{Si^i) 



?p-7(^l-l) ?p-7(*J-i) ••• ?p-7(*p-?-p-7) ^^V-q^^i-^i) 



= 



(; rr=p — ^-M 



sont nuls avec un déterminant d'ordre p — y différent de zéro. Or ce • 
sont précisément là les conditions nécessaires et suffisantes pour que 
la fonction 



9 = C, 9i -h CîO, -h . . . -h Cn9 



lYi 



iYs 
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s'annule aux m' points e^ et contienne^ constantes c, arbitraires. Donc : 

Théorème de Riemann-Roch. — Si une fonction s' est infiniment 

grande du premier ordre en m' points et s'il existe q fonctions ^ ' " 

» ~ôs 

linéairement indépendantes ^ s' annulant en ces m' points, la fonction s' 

comprendra m' — p -\- i -h q constantes arbitraires. 

114. Cette expression d'une fonclion algébrique par une somme 
d'intégrales de deuxième espèce est d'une grande importance dans le 
Calcul intégral; elle correspond à la décomposition d'une fraction 
rationnelle en éléments simples. On en trouvera une application dans 
une Lettre de M. Lindemann à M. Hermite {Journal de Crelle, 84). 

115. Nous terminerons en montrant comment on peut former des 
expressions rationnelles de j et jz qui, pour m' paires de valeurs {s,z) 
données, satisfaisant à l'équation ¥{s,z) = o, sont infinies du premier 
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ordre et sont des fonctions linéaires de m' — p + ^ + i constantes arbi- 
traires. Nous considérerons successivement le cas où 9 = o et celui où 
q est >o. 

116. i^ q = o. Pour que le quotient de deux fonctions entières 
/(j, z) et ^(j, z) puisse prendre pour 5 = 00 et z = ao des valeurs finies 
quelconques, ces deux fonctions doivent être du même degré. Soit, 

par conséquent, yj l'expression par laquelle s' doit être repré- 

sentée, et supposons en outre que v>n-r-\ etfx^/n — i. Remarquons 
d'abord que toute fonction s' ramifiée comme s peut prendre, en 
général, des valeurs différentes en chacun des points de ramification 
qui correspondent à un même point critique de la fonction s. La fonc- 
tion rationnelle de s et z, susceptible de la représenter, devra jouir de 
la même propriété. Soit T la ligne polygonale de M. Puiseux corres- 
pondant au point critique 5 = a, ^ = ]3; soient (a^, 6/) un point 
quelconque du réseau situé sur cette ligne, 8 la ligne polygonale 
parallèle obtenue, comme au n^ 97, à Taide de tous les points tels 
que [ai— i, 6,— 1); on verra facilement que, si tous les termes des 
développements de i}/ et / autour du point (5 = a, js = P) s'annulent 
pour tous les points situés au-dessus de la ligne 6 et sur cette ligne, 

la fonction - pourra prendre en chaque point de ramification des valeurs 

différentes. De la sorte, on impose aux coefficients de chacune des 
fonctions d/ et ;(, r conditions (n^ 97), ce que l'on exprime, dans le cas 
où les points de ramification sont simples, en disant que les équations 
i|; = o, X = ^ devront être vérifiées par les r paires de valeur 5 = 7, 
2 = d qui correspondent aux ar points de ramification d'ordre zéro. 
Considérons la fonction 

K^(^) = «ox(^i)x(*i)---x(*«); 

elle est uniforme et finie pour toute valeur finie de z et est, pour 2 = oc , 
infinie de l'ordre mv+/i|x. Par conséquent, K(z) est une fonction entière 
du degré mv + /i|x. L'équation K(z)=o détermine les points de la 

n m 

surface T, définie par l'équation F(j, z) = o, où s'annule la fonction 

16 
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ySs.z). Si cette fonction satisfait aux r conditions précédentes, elle 
ronlient certainement, autour de chaque point de ramification 

( &,-!) />i-Krti- 1) y, + 1 

de Tordre/?/— i, le facteur (2 — 13) ^' (n^' 74 etsuiv.); les 

/ branches de la fonction s, qui correspondent au point critique 
(y = a, z = /3), introduisent dans K{z) le facteur (5 — |S)*^'. On peut 
donc dire que, en vertu des r conditions précédentes, la fonction ;^(5, z) 
, est nulle pour 2r points déterminés de la surface!, et elle sera encore 
nulle pour 

paires de valeurs de 5 et z o» points de T. 

Soient v>/i— f , /x>m— i ; la valeur de la fonction /. ne change 
pas en chaque point (5, 2), si on la remplace par l'expression 

(f étant une fonction quelconque; par suite, (v — /i-i- i) (/x — /w-h i) 
coefficients de la fonction ^ doivent toujours pouvoir être pris arbi- 
trairement. Elle contiendra donc encore 

£t=([jL-+-i)(v-i-i)— (v — n4-i)(|A— m-f-i) — r 
z=i njx -f-mv — {n — i) (m — i) — r -h i 
:= /i |JL -h mv — p -4- I — 2 r 

constantes arbitraires. 

Si donc on prend fji et v de manière que 6 soit > que m\ on pourra 
déterminer y^ de manière qu'elle soit infiniment petite du premier 
ordre pour m! paires de valeurs quelconques {s,z). Attribuons î>ux 
coefficients qui peuvent rester encore indéterminés des valeurs déter- 
minées. La fonction / est encore infiniment petite du premier ordre 
en n^L -f- mv — m'—2r points de T. 

Cela posé, on pourra disposer de la fonction ^ de manière que 7 reste 

fini pour ces /i/jL + mv — m'— 2r valeurs. 

'ij est en effet une fonction linéaire homogène de € constantes arbi- 
traires, et m'est > que p; on pourra donc déterminernjtji-hmy — m' — 2^ 
d'entre elles , de manière que cette fonction s'annule pour les 
n|jn-m;; — m'— 2r points de T, que nous venons de définir. La fonc- 
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tion <{/ comprend après cela e— n;/.— wy— /w'— 2r=/Ai'— p4-i conslanles 
arbitraires, et par conséquent toutes les fonctions s' peuvent être mises 

sous la forme ^• 

117. 2^ q^o. — La fonction s' peut alors être mise sous la forme 

n— 1 m—i 

' n-^m-t ^ ? ^t ?' étant deux fonctions qui s'annulent pour les r paires 

?'( ^, - ) 

de valeurs de s et 2 qui définissent les points de ramification d*ordre 

zéro, c'est-à-dire étant de la forme 



(l) Cl©, -+-CjOj-|-.,.-+-C| 



PTP> 



oixfif ?2» • • •» ?p désignent ces fonctions particulières qui déterminent 
les intégrales de première espèce. 

Je ne feraiquMndiquer la marche de cette démonstration, dont on trou- 
vera le développement dans les Leçons de-Géométrie de Clebsch. 

Nous avons vu en effet qu'il existait une fonction (p' telle que (i),s'an- 
nulant aux m* points considérés et contenant q constantes arbitraires c. 
Attribuons à ces constantes une valeur déterminée; cette fonction s'an- 
nule encore pour 2(p— 1) — m' points de la surface T. On démontre 
qu'il est toujours possible de former une fonction <p s*annulant en ces 
2(p — i) — /w' points et contenant /n'— p 4- 1 H- y constantes arbi- 
traires, ce qui suffit pour établir la proposition que nous avons en 
vue. 
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